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Уміщує сім лабораторних робіт, присвячених експериментальному дослідженню ймовірнісних характеристик випадкових процесів та статистичній обробці даних. Розглядаються стаціонарні випадкові процеси та статистичні методи оцінок параметрів розподілів, регресійний аналіз статистичних даних.

Для студентів, напрямів підготовки 6.050801 «Мікро- та наноелектроніка» і 6.050802 «Електронні пристрої та системи».

Вступ

Метою лабораторних робіт є набуття студентами навиків та вмінь у проведенні експериментальних досліджень при вивченні теоретико-ймовірнісних характеристик випадкових процесів , обробки статистичних даних, порівнянні експериментальних та розрахункових результатів,  а також у поглибленні та конкретизації програмного матеріалу, що вивчається в лекційній частині дисципліни  «Ймовірнісні основи обробки сигналів та даних». Лабораторні роботи виконуються студентами із використанням ПЕОМ під керівництвом викладача.

Перед початком виконання лабораторних робіт студенти в лабораторії в лабораторії проходять інструктаж з техніки безпеки, правил якої зобов’язані дотримуватися в ході виконання робіт.

Перед початком кожної лабораторної роботи студенти повинні:

· ознайомитись з описом роботи, завданням на виконання лабораторної роботи та методикою і послідовністю проведення експериментів, які пропонуються;

· виконати, якщо це потрібно, попередні розрахунки;

· підготувати необхідні бланки, таблиці для запису експериментальних даних та оформлення протоколів досліджень.


Протокол лабораторної роботи складається кожним студентом самостійно і повинен містити:

· назву та мету лабораторної роботи;

· запис та, якщо це потрібно, зображення вихідних даних;

· результати та таблиці попередніх розрахунків;

· таблиці вимірювань і обчислень, отримані в ході експериментів, та  побудовані у відповідності з ними графіки;

· висновки з обмірковуванням результатів роботи.

Готовність студента до виконання лабораторної роботи контролюється викладачем, який проводить заняття, перед початком експерименту.
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СТАЦІОНАРНІ ВИПАДКОВІ ПРОЦЕСИ

Мета роботи: дослідити властивості стаціонарних процесів, та ознайомитись з поняттям ергодичні процеси.

Короткі теоретичні відомості

Згідно з означенням [1], випадковий (стохастичний) процес характеризує зміну певної випадкової фізичної величини при її спостереженні. Зазвичай  розглядають   випадкові   процеси,   залежні   від   одного аргументу - від часу, а фізичними величинами є електричні величини напруга, струм, напруженість поля, фаза тощо. Для математичного опису випадкового процесу вводиться поняття випадкової функції, якщо 
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 - це випадкова функція, що відображує випадковий процес, то її значення 
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 у зафіксований момент часу 
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 є випадковою величиною, тому що значення 
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 у ідентичних умовах можуть бути різними.
Нехай 
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 це  сукупність реалізацій випадкового процесу 
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, де 
[image: image7.wmf]m

- це число незалежних дослідів, в результаті яких одержані ці реалізації (рис. 9.1)

[image: image8.jpg]



рис. 9.1. Реалізації стаціонарного випадкового процесу.

Результат спостереження  випадкового процесу 
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 у зафіксовані моменти часу 
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 - це система випадкових величин 
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. Розглянемо переріз 
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 випадкового процесу у довільний момент часу 
[image: image13.wmf]t

. Одержана випадкова величина описується законом розподілу
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, який залежить від 
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Більш повною характеристикою процесу є двовимірний закон розподілу 
[image: image16.wmf](
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- це закон розподілу системи двох випадкових величин 
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, які є перетинами випадкового процесу 
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 у моменти часу 
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. У загальному випадку процес описується  
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- вимірним законом розподілу
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На практиці використання багатовимірних законів розподілу пов'язане з великим! труднощами, тому для характеристики основних властивостей випадкових процесів використовують їх моментні функції, які є узагальненням відповідних числових характеристиі випадкових величин.
Математичним сподіванням випадкового процесу 
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 називається функція 
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, яка при кожному 
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 дорівнює матсподіванню відповідного перерізу випадкового процесу.

Дисперсією і середньоквадратичним відхиленням випадкового процесу 
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 називають функції 
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 значення яких для кожного 
[image: image27.wmf]t

 дорівнюють дисперсії і середньоквадратичному відхиленню відповідного перерізу процесу. Дані моментні
  функції характеризують часткові властивості одновимірної щільності розподілу 
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 випадкового процесу, яка в свою чергу повністю описує поведінку процесу 
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 в будь-якій, але одній точці 
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На практиці ж досить часто виникає питання, який рівень залежності існує між значеннями процесу 
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 у двох точках 
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. Зазначена залежність описується кореляційною (автокореляційною) функцією:
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,               (9.1)
де 
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- довільні моменти часу, а 
[image: image36.wmf]t

-

фіксований часовий інтервал.

Основні властивості автокореляційної функції: 
[image: image37.wmf]
1. Кореляційна функція дійсного процесу є невід’ємно визначеною 
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для будь-яких 
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 та для будь-яких дійсних 
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2. При 
[image: image41.wmf]12
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 кореляційна функція дорівнює дисперсії процесу
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Отже, основними характеристиками випадкового процесу, є матсподівання і кореляційна функція.



3. Оскільки послідовність розгляду випадкових величин 
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 при визначенні для них кореляційного моменту не має значення, то автокореляційна функція симетрична відносно своїх аргументів 
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4. Для 
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 справедлива нерівність Коші-Буняковського
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Вираз (9.1) показує, що кореляційна функція характеризує, по-перше, розсіювання значень випадкових процесів, по-друге, взаємозв'язок значень процесів. Однак міру розсіяння значень процесів звичайно характеризують дисперсією. Для врахування тільки взаємозв’язку перерізів кореляційну функцію ділять на відповідні середньоквадратичні відхилення процесу і одержують нормовану кореляційну функцію або коефіцієнт кореляції (9.2)
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                                      (9.2)

Якщо розглядають два процеси – взаємнокореляційна функція та взаємно кореляційний момент (9.3)
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  (9.3)
Одним з важливих видів випадкових процесів є стаціонарний випадковий процес. Це процес який у часі протікає однорідно, тобто його імовірнісні характеристики не змінюються при зміні початку відліку часу.

Стаціонарним процесом у вузькому розумінні називається випадковий процес у якого багатовимірні щільності розподілу ймовірностей 
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 не змінюються при будь якому зсуві усієї групи точок 
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вздовж усієї вісі часу, тобто виконується рівність 
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Аналогічні рівності повинні виконуватися і для інших ймовірнисних характеристик (функції розподілу, моментні й кореляційні функції). Тому з виразу (9.4) випливає, що при 
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, одномірна щільність розподілу стаціонарного випадкового процесу не залежить від часу, й матсподівання та дисперсія є константами
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Для двовимірної щільності розподілу маємо
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тобто двовимірна щільність ймовірності для стаціонарного процесу залежить лише від різниці моментів часу 
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З урахуванням наведених властивостей кореляційна функція стаціонарного процесу залежить тільки від інтервалу 
[image: image56.wmf]t
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У багатьох випадках не потрібно використовувати всі імовірнісні характеристики випадкового процесу, тому вводять поняття стаціонарного процесу у широкому розумінні.

Випадковий процес 
[image: image58.wmf](
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 називають стаціонарним у широкому розумінні, якщо його матсподівання постійне і не залежить від часу, а кореляційна функція залежить тільки від інтервалу 
[image: image59.wmf]t

.
Розглянемо деякий стаціонарний випадковий процес 
[image: image60.wmf](
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 і потрібно оцінити його характеристики: математичне очікування і кореляційну функцію. Для цього потрібно мати відоме число реалізацій випадкової функції . Обробляючи ці реалізації, можна знайти оцінки для математичного сподівання і кореляційної функції. У зв'язку з обмеженістю числа спостережень функції оцінок не будуть суворо постійними; їх доведеться усереднити і замінити деякими постійними значеннями. 
Цей метод обробки, є досить складним і громіздким і до того ж складається з двох етапів: наближеного визначення характеристик випадкової функції і також наближеного усереднювання цих характеристик. 
Природно, виникає запитання: чи можна для стаціонарної випадкової функції цей складний, двоступінчастий процес обробки замінити більш простим, який заздалегідь базується на припущенні, що математичне очікування не залежить від часу, а кореляційний функція - від початку відліку? Крім того, виникає питання: при обробці спостережень над стаціонарної випадкової функцією чи є істотно необхідним розташовувати кількома реалізаціями? Оскільки випадковий процес є стаціонарним і протікає однорідно по часу, природно припустити, що одна-єдина реалізація достатньої тривалості може бути достатнім досвідченим матеріалом для отримання характеристик випадкової функції.
Розглянемо два стаціонарні процеси, які подані своїми реалізаціями (рис.9.2). 
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б) [image: image62.jpg]B




Рис. 9.2. Ергодичний (а) та неергодичний (б) процеси
Для випадкового процесу
[image: image63.wmf](
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 характерна наступна особливість: кожна з її реалізацій володіє одними і тими ж характерними ознаками: середнім значенням, навколо якого відбуваються коливання, і середнім розмахом цих коливань. Очевидно, при достатньо великому проміжку часу одна реалізація зможе дати нам досить гарне уявлення про властивості випадкової функції в цілому. Зокрема, усереднюючи значення реалізації уздовж осі абсцис - за часом, ми повинні отримати наближене значення математичного сподівання випадкового процесу; усереднюючи квадрати відхилень від цього середнього ми повинні отримати наближене значення дисперсії, і т. д. Про такий процес кажуть, що він має ергодичну властивість. Ергодична властивість полягає в тому, що кожна окрема реалізація випадкової функції є як би «повноважним представником» всієї сукупності можливих реалізацій; одна реалізація достатньої тривалості може замінити при обробці безліч реалізацій тієї ж загальної тривалості.
Для ергодичних стаціонарних випадкових процесів імовірнісні характеристики можуть бути одержані усередненням відповідних величин, або для багатьох реалізацій, або для однієї реалізації за достатньо великий проміжок часу. 
Чого не можна сказати про процес 
[image: image64.wmf](
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. Так  математичне сподівання процесу 
[image: image65.wmf](
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 можна одержати лише усередненням усіх його реалізацій.
З цього можна узагальнити. Про ергодичність стаціонарного процесу свідчить вид його кореляційної функції. Якщо функція 
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 є необхідною і достатньою умовою ергодичності [3].
Завдання до лабораторної роботи

В процесі лабораторної роботи студент має дослідити властивості стаціонарних процесів. 

Порядок виконання роботи
1. Отримати від викладача реалізації випадкового процесу.

2. Обчислити оцінки математичного сподівання 
[image: image71.wmf]x
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, дисперсії 
[image: image72.wmf]x
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 та кореляційної функції 
[image: image73.wmf]()
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3. Побудувати гістограму випадкового процесу.

4. Знайти нормовану кореляційну функцію 
[image: image74.wmf]12
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5. Оцінити стаціонарність і ергодичність випадкового процесу.
Контрольні питання
1. У чому полягає схожість між випадковими величинами та випадковими процесами?

2. У чому полягає різниця між випадковими процесами та випадковими величинами?

3. Охарактеризуйте моментні функції випадкових процесів.

4. Що таке кореляційна функція випадкового процесу?

5. Ознаки стаціонарного процесу у вузькому розумінні?

6. Умови ергодичності процесу?

7. Слабостаціонарні процеси?

Лабораторна робота 10
МОДЕЛЮВАННЯ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСІВ
Мета роботи: ознайомитись на практиці з методами моделювання випадкових процесів.
Короткі теоретичні відомості

Для вивчення фізичних сигналів, шумів, технічних процесів, які змінюються з часом і при цьому мають випадковий характер використовують моделювання випадкових процесів, при цьому випадковий процес розглядається як математична модель реального процесу. Імітаційне моделювання випадкових процесів здійснюється в рамках методу статистичних випробувань (метод Монте-Карло). 
Імітаційне моделювання методом Монте-Карло зводиться до побудови певного алгоритму для генерування реалізацій цього процесу і потребує вирішення таких проблем: генерування реалізації, яка потрібна для імітування випадковості; зображення імітованого процесу в конструктивній формі; перевірка спів падання імовірнісних характеристик випадкового процесу та його імітаційної моделі.

Для генерування найпростіших випадкових послідовностей найчастіше використовується лінійний конгруентний метод [3, с. 195]. В подальшому можна використовувати метод функціональних перетворень. Але на практиці настільки широко поставленні задачі зустрічаються рідко. Найчастіше потрібно моделювати випадкові процеси які відносяться к більш вузькому класу  випадкових процесів (стаціонарний нормальний випадковий процес). 
Для моделювання стаціонарних нормальних процесів застосовується лінійне перетворення стаціонарної послідовності 
[image: image75.wmf][
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 незалежних нормальних випадкових чисел (дискретний білий шум). В послідовність 
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, корельовано по заданому закону.

Оператор перетворення записується або в вигляді ковзаючого підсумовування з деякою вагою 
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 або у вигляді реккурентного рівняння:
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Вигляд кореляційної функції випадкового процесу, модельованого за допомогою цих алгоритмів, визначається набором значень 
[image: image81.wmf],,
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та їх кількістю.

Метод ковзаючого сумування.  Нехай задана послідовність 
[image: image82.wmf][

]

xn

 незалежних випадкових чисел з нульовим математичним очікуванням та одиничною дисперсією.

Кореляційна функція послідовності 
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Сформуємо з послідовності 
[image: image85.wmf][
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 згідно з (10.1) нову:
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Залежність між випадковими величинами 
[image: image87.wmf][
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 та 
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 забезпечується за рахунок того, що в їх утворенні приймає участь 
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 загальне випадкове значення послідовності 
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 значення 
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 та 
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 будуть некорельовані.
Характер кореляційних зв’язків процесу 
[image: image94.wmf][
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 визначається тільки набором 
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 і не залежить від закону розподілу вихідних випадкових чисел 
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.  Якщо вихідні випадкові числа будуть нормальні, то в зв’язку з лінійністю перетворення послідовність 
[image: image97.wmf][
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 буде нормальним випадковим процесом.
Кореляційна функція при цьому буде визначаться співвідношенням:
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Завдання до лабораторної роботи


Отримати від викладача параметри випадкового процесу. Змоделювати випадковий процес одним з методів моделювання .
Порядок виконання роботи
1. Отримати від викладача параметри випадкового процесу.

2. Провести розрахунки за допомогою необхідного програмного забезпечення.

3. Зобразити результат.
Контрольні питання

1. Що таке імітаційна модель?

2. Область застосування імітаційних моделей випадкових сигналів?

3. Охарактеризуйте основні принци імітаційного моделювання випадкових процесів?

4. Охарактеризуйте принципи імітаційного моделювання лінійних випадкових процесів?

5. Різниця між моделюванням стаціонарних та нестаціонарних процесів?
6. Моделювання за відомою кореляційною функцією?
Лабораторна робота 11
ОЦІНЮВАННЯ ПАРАМЕТРІВ РОЗПОДІЛІВ МЕТОДОМ 

МОМЕНТІВ
Мета роботи: ознайомитись на практиці з означеннями та властивостями методу моментів і провести оцінювання параметрів розподілів експериментальних даних.
Короткі теоретичні відомості

Метод моментів знаходження оцінок ​– це спосіб побудови оцінок, заснований на порівнянні теоретичних і вибіркових моментів. Коротко він описується так „Ми маємо певну вибірку, і припускаємо що вона задається певним розподілом з параметрами. Ми обчислюємо стільки моментів цього розподілу скільки параметрів, і прирівнюємо їх до відповідних моментів вибірки. Так як моменти розподілу є функціями від параметрів, то отримаємо систему рівнянь відносно параметрів, і з неї отримуємо результат”.
Розглянемо це більш докладно. 
[image: image99.wmf]
Нехай 
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 - випадкова величина з функціями розподілу 
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- невідомі параметри, які необхідно оцінити на основі повторної вибірки
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. Також існує момент 
[image: image104.wmf]s

-го порядку 
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Означення. Статистичною оцінкою
[image: image106.wmf]%
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 (або просто оцінкою) параметра 
[image: image107.wmf]q

 теоретичного розподілу  називають  його наближене значення, залежне від даних вибору.
Означення. Функцію результатів спостереження (функцію вибірки) називають статистикою.

Оцінка 
[image: image108.wmf]%
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 є випадковою величиною, то якщо провести іншу вибірку, функція прийме інше значення.
Означення. Оцінка 
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 параметра 
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 незміщена якщо 
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Вимога незміщеності особливо важливо при малій кількості спостережень.

Означення. Оцінка 
[image: image112.wmf]%
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 параметра 
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 називається конзистентною, якщо вона сходиться з ймовірності до оцінюваного параметру:
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Статистика, використовувана як наближене значення невідомого параметру генеральної совокупності, назвається її точковою оцінкою.

Означення. Статистика 
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де 
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- вибірка обсягу 
[image: image117.wmf]n

, називається початковим емпіричним моментом 
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-го порядку.

Виходячи з (11.1) математичне сподівання 
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 це незсунена та консистентна оцінка.

Означення. Статистика 
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називається центральним емпіричним моментом 
[image: image121.wmf]s

-го порядку.

Центральні емпіричні моменти є зсуненими, але асимптотично незсуненими оцінками.

Центральний емпіричний момент другого порядку 
[image: image122.wmf](
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 є конзистентною зсуненою оцінкою дисперсії 
[image: image123.wmf]DX

. Статика 
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є незсуненою оцінкою дисперсії 
[image: image125.wmf]DX
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Моменти випадкових величин 
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 залежать від параметрів 
[image: image127.wmf]12

m

,,,

qqq

K

 її розподілу. Як вже говорилось на початку, суть методу моментів полягає в тому, що оцінки 
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 невідомих параметрів 
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 шукаються, як розв’язки системи рівнянь виду
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Які саме емпіричні моменти слід використовувати при складанні відповідної системи рівнянь, вирішується конкретно для кожного розподілу, виходячи з намагання зробити цю систему якомога простішою для розв’язування.  
Рівномірний розподіл. Система рівнянь (11.3) для оцінювання методом моментів параметрів 
[image: image131.wmf]a

і 
[image: image132.wmf]b



[image: image133.wmf]%

%

(

)

1

2

2

2

12

nn

nn

ab

ba

ì

+

=n

ï

ï

í

-

ï

=m

ï

î

%

%


Розв’язок цієї системи: 
[image: image134.wmf]%
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Нормальний розподіл. Система рівнянь (11.3) для оцінювання невідомих параметрів 
[image: image135.wmf]a
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Використовуючи розглянути методи можна будувати оцінки параметрів і багатовимірних величин. 

Означення. Статистика 
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називається емпіричним кореляційним моментом, який є незсуненою та конзистентною оцінкою.
Означення. Статистика 
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називається емпіричним коефіцієнтом кореляції, який є незсуненою та конзистентною оцінкою.
Завдання до лабораторної роботи

На основі заданих викладачем  вибірки випадкової величини 
[image: image140.wmf](
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 обчислити оцінки статистичних моментів, використовуючи системи рівнянь для рівномірного, пуасонівського, нормального розподілів. Порівняти отримані результати.
Порядок виконання роботи
1. Отримати дані вибірки від викладача.
2. Провести оцінку параметрів розподілу методом моментів використовуючи необхідне програмне забезпечення..

3. Зробити висновки на основі отриманих результатів.
Контрольні питання

1. Що таке статистика?
2. Що таке точкова оцінка параметра?

3. Які є характеристики точкових оцінок?

4. Що таке емпіричні моменти?

5. Які властивості мають статистичні оцінки, отримані методом моментів?

6. Які бувають вибірки?
Лабораторна робота 12
ОЦІНЮВАННЯ ПАРАМЕТРІВ РОЗПОДІЛІВ МЕТОДОМ 

МАКСИМАЛЬНОЇ ПРАВДОПОДІБНОСТІ
Мета роботи: ознайомитись на практиці з означеннями та властивостями методу максимальної правдоподібності і провести оцінювання параметрів розподілів експериментальних даних.
Короткі теоретичні відомості

Консистентні оцінки дають змогу забезпечувати яку завгодно точність оцінювання невідомого параметру, якщо тільки є можливість проведення як завгодно великої кількості дослідів. Але їх властивість не дає змоги порівнювати їх при заданому скінченому обсязі вибірки.

Але для множини функцій розподілу 
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, які достатньо регулярно залежать від параметра 
[image: image144.wmf]q

, можна вказати нижню межу дисперсій усіх можливих незсунених оцінок цього параметра при заданому обсязі вибірки. 
Нехай 
[image: image145.wmf]x

- випадкова величина з невідомим параметром 
[image: image146.wmf]qÎQ

, який необхідно оцінити на основі спостереження вибірки 
[image: image147.wmf](
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. Якщо 
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- неперервна випадкова величина, то вибірка є неперервним 
[image: image149.wmf]n

- вимірним випадковим вектором, що характеризується 
[image: image150.wmf]n

- вимірною щільністю розподілу 
[image: image151.wmf](
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. Якщо 
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- дискретна випадкова величина, що набуває значень з деякої дискретної множини 
[image: image153.wmf]X

, то вибірка є дискретним випадковим вектором, який характеризується 
[image: image154.wmf]n

- вимірним розподілом 
[image: image155.wmf](
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Означення. Статистика 
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, що визначається як :
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коли вибірка 
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, має неперервний розподіл, або
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коли вибірка 
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, має дискретний розподіл, називається функцією правдоподібності.

Якщо 
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 повторна вибірка, то
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Теорема. Якщо функція правдоподібності 
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 така, що для будь яких 
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 існує похідна 
[image: image167.wmf](

)

12

;

nn

L,,,

¶xxxq

¶q

K

 і виконуються умови:
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та існує незсунена оцінка 
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 параметра 
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, яка має скінчену дисперсію і задовольняє умову 
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якщо вибірка 
[image: image173.wmf](
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 має неперервний розподіл, або умову
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якщо вибірка 
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 має дискретний розподіл, то 
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де 
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Якщо 
[image: image178.wmf](
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- повторна вибірка, на основі якої оцінюється параметр 
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 випадкової величини 
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, то 
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Виходячи з вище сказаного. Нехай існує випадкова величина 
[image: image182.wmf]x

 з функцією розподілу 
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, де 
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 - невідомі параметри. І нехай 
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 - вибірка з функцією правдоподібності 
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. Оцінки 
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 параметрів 
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 шукатимемо, як розв’язки рівняння:
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Розв’язки цього рівняння називаються оцінками максимальної правдоподібності (МП-оцінки). 
Якщо максимуму не існує, то МП-оцінки знаходять із рівняння
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Рівняння розв’язують відомими методами знаходжень аргументів функцій багатьох змінних, при яких вона достигає свого максимального значення. Частіше використовують частинні похідні. Рівняня 
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Називають рівняннями максимальної правдоподібності. Іноді для більш кращого результату використовують похідні більш високого роду.
Нормальний розподіл. Для повторно нормально розподіленої вибірки випливає система рівнянь правдоподібності
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Розв’язки цієї системи 
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Розподіл Пуассона. Функція правдоподібності
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Рівняння правдоподібності 
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Рішення 
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Завдання до лабораторної роботи

На основі заданих викладачем  вибірки випадкової величини 
[image: image199.wmf](

)

12

n

X,X,,X

K

 обчислити оцінки максимальної правдоподібності, використовуючи системи рівнянь для рівномірного, пуассонівського, нормального розподілів. Порівняти отримані результати.
Порядок виконання роботи
1. Отримати дані вибірки від викладача.

2. Провести оцінку параметрів розподілу методом максимальної правдоподібності використовуючи необхідне програмне забезпечення..

3. Зробити висновки на основі отриманих результатів.
Контрольні питання
1. Що таке повторна вибірка?
2.  Що таке функція правдоподібності?

3. Властивості ефективних оцінок.

4.  Охарактеризуйте достатні оцінки параметрів.

5. Властивості МП-оцінок.

6. Що таке нормальні оцінки?

Лабораторна робота 13
МЕТОД НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ
Мета роботи: ознайомитись на практиці з властивостями методу найменших квадратів і провести оцінювання параметрів розподілів експериментальних даних.
Короткі теоретичні відомості

Одним з найпростіших методів знаходження оцінки 
[image: image200.wmf]q
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 невідомого параметра 
[image: image201.wmf]q

, заснований на мінімізації суми квадратів відхилень вибіркових  даних від шуканої оцінки 
[image: image202.wmf]q

. Він називається  методом найменших квадратів.

Іншими словами, в методі найменших квадратів потрібно знайти таке значення 
[image: image203.wmf]q
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, яке б мінімізувало би суму
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Розподіл Пуассона. Знайдемо оцінку параметру 
[image: image205.wmf]l

 розподілу Пуассона методом найменших квадратів.
Точка мінімуму функції 
[image: image206.wmf](
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Тобто оцінкою параметру 
[image: image208.wmf]l

 розподілу Пуассона 
[image: image209.wmf](
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 згідно з методом найменших квадратів, є 
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[image: image211.wmf](
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Метод найменших квадратів завдяки своїй простоті дуже часто застосовують для апроксимації(наближення) графіків побудованих по відомим даним.
Завдання до лабораторної роботи
Знайти оцінки параметрів рівномірного, нормального, біноміального, релеєвського розподілів. Перевірити отримані результати на основі отриманих від викладача вибірках.
Порядок виконання роботи
1. Отримати вибірки від викладача. 
2. За допомогою потрібного програмного забезпечення провести необхідні розрахунки.

3. Зробити висновки.

Контрольні питання
1. Властивості оцінок знайдених за методом найменших квадратів.
2. Сутність методу найменших квадратів.

3. Виведіть МНК-оцінки нормального розподілу.

4. Виведіть МНК-оцінки  розподілу Релєя-Райса.

Лабораторна робота 14

ПЕРЕВІРКА СТАТИСТИЧНИХ ГІПОТЕЗ ПРО ЗАКОН 
РАЗПОДІЛУ
Мета роботи: ознайомитись з методами вибору теоретичних законів, що апроксимують статистичні розподіли. Ознайомитись з методом оцінки степені відповідності (критерієм згоди) теоретичних законів розподілу випадкових величин статистичним законам..


Короткі теоретичні відомості

Багато задач по обробці сигналів зводяться до вивчення результатів впливу  сигналів на пристрої  або системи тієї чи іншої степені складності. 

Такі задачі носять назву задач аналізу. Для їх розв’язання, тобто обчислення характеристик реакції y(t) системи ( рис 5.1), потрібно знати
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Рис 5.1. 

характеристики вхідного сигналу (або впливу) x(t) і оператор Gt(·), який описує зв’язки між сигналами x(t) і y(t). У загальному випадку оператор Gt(·) залежить від часу t, як від параметра. Окрім того він є нелінійним  і інерційним. Останнє означає, що значення реакції системи y(t) у t0 , і момент часу t=t0 визначається, по-перше, значенням впливу x(t0) у той же момент часу, по-друге, попередніми значеннями сигналу x(t), t
[image: image213.wmf]Î

[t0-T,t0). Отже система при формуванні реакції y(t) враховує як поточні значення впливу x(t), так і його попередні значення, тобто кажуть, що система має “пам’ять”. Такі системи називають інерційними нелінійними системами. Якщо Т – скінчена величина, то “пам’ять” системи скінченна. Але Т може прямувати і до ∞. Тоді кажуть, що система має нескінченну “пам’ять” . Навпаки, якщо значення величини Т досить мале (прямує до нуля), то можна вважати, то можна вважати, що у такої системи “пам’ять” відсутня. Таку систему називають безінерційною. Для безінерційних систем реакція y(t0)  у момент часу t0 визначається лише поточним значенням x(t0) вхідного сигналу у той же момент часу t=t0.

Для випадкових процесів задача аналізу їх нелінійний оператор 
[image: image214.wmf](
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, що описує систему. Треба знайти розподіл або моменті флуктуації процесу 
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на виході системи. Тому таку задачу можна розв’язати і аналітичним, і експериментальним способами. Експериментальний метод полягає у виборі теоретичного розподілу, який найкращим чином (у певному розумінні) описує (апроксимує) реальний розподіл процесу η нелінійної безінерційної системи.
Реалізація 

 вхідного процесу ζ(t) задається масивом відліків 
[image: image216.wmf]12
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- обсяг вибірки]  розмірністю 
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. 
Для того, щоб визначити закон розподілу випадкового процесу η(t), якому відповідає масив 
[image: image221.wmf](
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, необхідно обчислити гістограму, вважаючи заданим число її інтервалів розбивки n = 24. Далі вибирається теоретичний закон розподілу, що найкраще апроксимує гістограму (статистичну оцінку щільності розподілу ймовірностей). Відзначимо, що існують три методи вибору теоретичного закону, які практично використовуються:

· на підставі апріорних даних, які дозволяють задати закон розподілу до проведення експерименту;

· за формою гістограми. Конкретний вид гістограми може послужити підставою  прийняття гіпотези про те, що дана сукупність експериментальних значень відповідає випадковій величині, закон розподілу імовірностей якої може апроксимвуватися одним із законів, наприклад, нормальним, релєївським, показниковим або деякими іншими;

· метод, заснований на апроксимації статистичних законів розподілу тaк званими кривими Пірсона.

У даній роботі студенти повинні  за формою гістограми вибрати одну з двох гіпотез Н1, Н2: статистичний закон розподілу відповідає релєївському 
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або показниковому (експоненційному) закону розподілу
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Для вибору теоретичного закону розподілу при апроксимації гістограми може бути корисним така властивість розподілів (14.1) і (14.2):
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де ν1 – оцінка математичного сподівання випадкової величини; μ2 – оцінка дисперсії. 

Для випадкових величин, що підпорядковуються релєївському закону, це відношення дорівнює с=3,64, а для випадкових величин із показниковим законом розподілу 
[image: image227.wmf]1
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Виконаємо оцінку того, наскільки добре обраний теоретичний закон розподілу апроксимує (згладжує) статистичний. Для цього служать так звані критерії згоди, що дають кількісну міру розбіжності між теоретичним і експериментальним законами розподілу. Найбільш часто застовується  критерій згоди Пірсона, для якого міра розбіжності (величина 
[image: image228.wmf]2
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- "хі-квадрат") визначається за формулою
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де 
[image: image230.wmf]N

 - обсяг вибірки (розмірність масиву 
[image: image231.wmf]X

); 
[image: image232.wmf]*
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 (або 
[image: image233.wmf]i
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) - статистичні (теоретичні) частоти інтервалів, 
[image: image234.wmf]n

 - число інтервалів гістограми з ненульовими частотами (
[image: image235.wmf]N

n

<

).

Міра розбіжності 
[image: image236.wmf]2

c

 є випадковою величиною і має ту властивість, що її розподіл пpи 
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 залежить лише від так званого числа степенів свободи r, яке визначається за формулою
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де 
[image: image239.wmf]n

 - число інтервалів, 
[image: image240.wmf]k

 - число параметрів теоретичного закону розподілу.

Оскільки релєївський і показниковий закони розподілу є однопараметричними (залежать від одного параметра 
[image: image241.wmf]s

), то для них r=n-2.

Після побудови гістограми і визначення r необхідно вибрати достатньо малу ймовірність 
[image: image242.wmf]b

, яка називається рівнем значущості, і за довідниковими таблицями визначити граничне значення 
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. Для β=0,01 значення 
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 наведені в таблиці 5.1. 

Таблиця 14.1

	r
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
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	11,3
	13,3
	15,1
	16,8
	18,5
	20,1
	21,7
	23,2
	24,7
	26,2

	r
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
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	27,7
	29,1
	30,6
	32,0
	33,4
	34,8
	36,2
	37,6
	38,9
	40,3


Якщо розраховане за формулою (14.4) значення 
[image: image247.wmf]2
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 виявиться менше 
[image: image248.wmf]2
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, то гіпотеза про відповідність статистичного закону розподілу теоретичному вважається несуперечною, тому що значення 
[image: image249.wmf]2
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 при правильному виборі теоретичного розподілу практично не може перевищити значення 
[image: image250.wmf]2
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, а імовірність помилково відкинути вірну гіпотезу дорівнює дуже малому значению 
[image: image251.wmf]b

. У протилежному випадку, коли розрахункове значення критерію більше граничного, цю гіпотезу необхідно відкинути.

У висновках до роботи необхідно зазначити, чи є гіпотеза про відповідність обраного теоретичного закону розподілу статистично суперечною (коли вона відкидається) або несуперечною (коли гіпотеза приймається).

Статистичні частоти 
[image: image252.wmf]*
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 обчислюються при побудові гістограми. Теоретичні частоти 
[image: image253.wmf]i
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 (ймовірність того, що значення випадкової величини потрапить в межі і-го інтервалу, і=
[image: image254.wmf]n

,

1

) визначаються за формулою
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де 
[image: image256.wmf](
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 - функція розподілу імовірностей випадкового процесу η(t); 
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 і 
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 - відповідно права і ліва межі 

-го інтервалу, які визначаються за формулами
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у яких 

 - розмір інтервалу, що визначається у тій частині програми, де формується гістограма. Інтегральна функція розподілу для релєївського закону має вигляд
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а для показникового закону -
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Підставивши вирази (14.7) або (14.8) у праву частину співвідношення (14.5), приходимо до таких фоpмул для обчислення теоретичних частот інтервалів: 

для релєївського закону -
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а для показникового закону
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Визначити, який вид апроксимуючого закону розподілу забезпечує мінімальне значення 
[image: image268.wmf]2
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. Розрахувати число степенів свободи r за формулою r=n-2, де n - число інтервалів гістограми, що відповідає значенню 
[image: image269.wmf]2
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. За таблицею 14.1 визначити граничне значення критерію 
[image: image270.wmf]2
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,що відповідає розрахованому r. Якщо виконується умова 
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то апроксимацію варто вважати задовільною.. Якщо умова (14.11) не виконується, перевірити чи, можлива  більш якісна апроксимація за рахунок вибору іншого значення дисперсії 
[image: image272.wmf]2

s

 у теоретичному розподілі (14.1) або (14.2). 
Завдання до лабораторної роботи
1. На основі заданих викладачем   даних вибірки  
[image: image273.wmf](
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обчислити їх теоретико-ймовірнісні характеристики, побудувати гістограму. Вичислити статистичні частоти
[image: image274.wmf]*
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2. Вичислити теоретичні частоти 
[image: image275.wmf]i

p

 для розподілу вибраного за властивістю (14.3).
3. Обчислити число степенів свободи, вибрати критерій значущості.

4. Обчисливши критерій Пирсона,  зробити вивід об правильності вибору теоретичного закону розподілу.

Порядок виконання роботи
1. Получити від викладача данні вибірки випадкового процесу;

2. Використовуючи необхідне програмне забезпечення провести потрібні розрахунки;

3. Побудувати гістограму заданого розподілу, функції показникового та Релєєвського розподілів.

4. Вказати вибрані за критерієм Пірсона апроксимуючі закони розподілу.
5. Зробити висновки за результатами роботи. 

Контрольні питання

1. Назвіть відомі Вам методи вибору теоретичних законів розподілу, що згладжують статистичні розподіли.

2. Що таке критерій згоди?

3. Запишіть формулу для визначення міри розбіжності за критерієм згоди Пірсона.

4. Що таке число степенів свободи для розподілу
[image: image276.wmf]2

c

  і як воно визначається?
.
Лабораторна робота 15
РЕГРЕСІЙ НИЙ АНАЛІЗ СТАТИСТИЧНИХ ДАНИХ
Мета роботи: ознайомитись на практиці з означеннями та властивостями регресійного аналізу і провести регресійний аналіз статистичних даних на практиці.
Короткі теоретичні відомості

Регресійний аналіз – статистичний метод дослідження залежності між залежною змінною 
[image: image277.wmf]Y

та однією чи кількома незалежними змінними 
[image: image278.wmf]12
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. Незалежні змінні інакше називають регрессорамі або предикторами, а залежні змінні - критеріальними. Термінологія залежних і незалежних змінних відображає лише математичну залежність змінних, а не причинно-наслідкові відносини. Його не можна використовувати для визначення наявності зв'язку між змінними, оскільки наявність такого зв'язку і є передумова для застосування аналізу.
Регресійний аналіз проводиться на основі побудованого рівняння регресії і визначає внесок кожної незалежної змінної у варіацію досліджуваної (прогнозованої) залежної змінної величини. 
Регресійний аналіз використовується в тому випадку, якщо відношення між змінними можуть бути виражені кількісно у виді деякої комбінації цих змінних. Отримана комбінація використовується для передбачення значення, що може приймати цільова (залежна) змінна, яка обчислюється на заданому наборі значень вхідних (незалежних) змінних. У найпростішому випадку для цього використовуються стандартні статистичні методи, такі як лінійна регресія. 
У загальному вигляді рівняння регресії можна представити так:
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Залежно від кількості змінних величин виділяють різні види регресійного аналізу. Якщо змінна величина завжди одна, то змінних може бути як одна, так і декілька. Виходячи з цього, виділяють два види регресійного аналізу: парний (простий ) регресійний аналіз і регресійний аналіз на основі множинної регресії, або багатофакторний.
Парний регресійний аналіз – вид регресійного аналізу, що включає у себе розгляд однієї незалежної змінної величини, а багатофакторний – відповідно дві величини і більше.

Зважаючи на характер зв'язку, в регресійному аналізі можуть використовуватися лінійні та нелінійні функції. Для визначення характеру залежності та, відповідно, побудови рівняння регресії доцільно застосувати графічний метод, порівняння рівнобіжних рядів вихідних даних, табличний метод. Графічний метод дає найбільш наочну картину розміщення крапок на графіку, завдяки чому можна виявити напрям і вид залежності між досліджуваними показниками: прямолінійна чи криволінійна.

За допомогою порівняння рівнобіжних рядів ознак можна спостерігати за рівномірністю їх взаємних змін. Якщо зміна факторної ознаки 
[image: image280.wmf]x

 призводить до відносно рівномірної зміни результативної 
[image: image281.wmf](
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, тоді використовується лінійна функція.
Алгоритм регресійного аналізу. Нехай у точках 
[image: image282.wmf]n

x

незалежної змінної 
[image: image283.wmf]x

 отримані виміри 
[image: image284.wmf]n
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. Потрібно визначити залежність середнього значення  величини 
[image: image285.wmf]Y

 від величини 
[image: image286.wmf]x
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- вектор невідомих параметрів 
[image: image289.wmf]i
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. Функцію 
[image: image290.wmf](
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 називають функцією регресії. Найчастіше припускають, що вона є лінійною функцією параметрів 
[image: image291.wmf]a
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Матрицю 
[image: image293.wmf](
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 називають регресійною матрицею.

Для визначення параметрів 
[image: image294.wmf]i
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 використовують метод найменших квадратів, тобто оцінки 
[image: image295.wmf]i
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 визначають з умови мінімуму функціонала:
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і для корельованих вимірів з кореляційною матрицею 
[image: image297.wmf]R

 з мінімуму функціонала:
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У якості функцій 
[image: image299.wmf](
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 могуть слугувати степеневі функції. Також часто використовують ортогональні та нормовані поліноми. Популярне використання сплайнів.
Завдання до лабораторної роботи

Отримати від викладача статистичні дані параметрів 
[image: image300.wmf]Y

та 
[image: image301.wmf]X

. Провести розрахунки регресійного аналізу. Построїти функцію регресії. Знайти коефіцієнти регресії. Побудувати криву регресії.

.

Порядок виконання роботи
1. Отримати статистичні дані від викладача.
2. За допомогою необхідного програмного забезпечення провести розрахунки.

3. Побудувати необхідні графіки.

4. Зробити висновки
Контрольні питання
1. Мета регресійного аналізу?
2. Описання методу найменших квадратів?

3. Математичне визначення регресії?

4. Поняття функції невязки?

5. Інтерпретація параметрів регресії?

6. Види нелінійних моделей регресійного аналізу?
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