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Вступ

Метою лабораторних робіт є набуття студентами навиків та вмінь у проведенні експериментальних досліджень при вивченні методів спектрального опису детермінованих та випадкових сигналів різних типів, порівнянні експериментальних та розрахункових результатів, а також у поглибленні та конкретизації програмного матеріалу, що вивчається в лекційній частині дисципліни «Сигнали та процеси в електроніці». Лабораторні роботи виконуються студентами на ПЕОМ під керівництвом викладача. 

Перед початком виконання лабораторних робіт студенти в лабораторії проходять інструктаж з техніки безпеки, правил якої зобов’язані дотримуватися в ході виконання робіт.
Перед початком кожної лабораторної роботи студенти повинні:

· ознайомитись з описом роботи, завданням на виконання лабораторної роботи та методикою і послідовністю проведення експерименту, які пропонуються;
· виконати, якщо це потрібно, попередні розрахунки;

· підготувати необхідні бланки, таблиці для запису експериментальних даних та оформлення протоколів досліджень.

Протокол лабораторної роботи складається кожним студентом самостійно і повинен містити:

· назву та мету лабораторної роботи;

· зображення у часі сигналів, які досліджуються;

· результати та таблиці попередніх розрахунків;
· таблиці вимірювань і обчислень під час експерименту та побудовані у відповідності з ними графіки;

· висновки з обміркуванням результатів роботи.
Готовність студента до виконання лабораторної роботи контролюється викладачем, який проводить заняття, перед початком експерименту.
Повністю оформлений звіт з лабораторної роботи подається викладачеві та захищається студентом на наступному після виконання роботи занятті.

Лабораторна робота 1
Дослідження спектрів періодичних сигналів
Мета роботи: дослідити вплив параметрів (тривалості імпульсів, періоду, зміщення відносно початку координат) періодичних послідовностей відеоімпульсів на амплітудно-частотний та фазочастотний спектри цих сигналів.

Основні теоретичні відомості
Періодичним називають сигнал 
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, який задовольняє умові:
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Числове значення T > 0 має назву періоду сигналу. Для періодичних сигналів у якості ортонормованого базису широко застосовується послідовність ортогональних на періоді 
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 і нормованих тригонометричних функцій [1,2]:


[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

,

sin

2

 

,

cos

2

1

2n

1

1

2

t

n

T

t

t

n

T

t

n

w

=

j

w

=

j

-

         (1.1)

[image: image7.wmf]1,2,...;

n

=

   
[image: image8.wmf](

)

T

t

1

0

=

j

,   
де  
[image: image9.wmf][

]

0,

tT

Î

 або 
[image: image10.wmf],

22

TT

t

éù

Î-

êú

ëû

, а 
[image: image11.wmf]1

2

w

p

=

T

 – період сигналу, який розкладається в ряд.

Періодичну функцію 
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, яка на періоді задовольняє умови Діріхле, завжди можна розкласти на елементарні складові по системі функцій (1.1) і записати у вигляді ортогонального ряду, що має назву ряду Фур’є. Розрізняють декілька форм запису ряду Фур’є.

Перша (основна) форма запису ряду Фур’є має вигляд:
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(1.2)

де коефіцієнти Фур’є: 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image15.wmf](
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У правій частині співвідношення (1.2) частота 
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 має назву основної кругової частоти першої гармонічної складової; 
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– перший елемент суми (1.2), який відображає постійну складову періодичного сигналу
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– відповідно косинусоїдальні і синусоїдальні коефіцієнти ряду Фур’є.

Використовуючи відомі тригонометричні співвідношення, ряд Фур’є (1.2) можна записати у такому вигляді:
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де
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що і дає другу форму запису ряду Фур’є у тригонометричному базисі (1.1).

Із (1.3) випливає, що періодичний сигнал s(t) може бути представлений у вигляді суми його постійної складової 
[image: image24.wmf]2

0

a

 і нескінченної послідовності гармонічних складових (гармонік), кожна з яких має свою амплітуду 
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, частоту 
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 і початкову фазу 
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Третя форма запису ряду Фур’є більш зручна для теоретичних викладок. Ця форма ряду Фур’є реалізується у базисі комплексних експоненційних функцій виду:
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(1.4)

У цьому базисі ряд Фур’є для періодичного сигналу запишеться так:

s(t) = 
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де  
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 - коефіцієнт Фур’є періодичного сигналу s(t), що відповідає   n-й ортонормованій функції 
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 базису комплексних експоненційних функцій (1.4). Ці коефіцієнти, на відміну від коефіцієнтів ряду (1.2), є комплексними числами, на що вказує крапка над символом коефіцієнта.

Комплексні коефіцієнти Фур’є обчислюються за формулою:
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Упорядковану за частотами 
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) послідовність амплітуд 
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) гармонік періодичного сигналу s(t), знайдену на основі розкладу його в ряд Фур’є згідно з формулою (1.3) у тригонометричному базисі (1.1) (або за формулою (1.5) у базисі (1.4)), називають амплітудно-частотним спектром (АЧС) цього сигналу .
Упорядкована аналогічним чином послідовність початкових фаз 
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) називається фазочастотним спектром (ФЧС) періодичного сигналу s(t).

І АЧС і ФЧС сигналів зручно зображати графічно. Для цього у прямокутній системі координат по вісі абсцис відкладають частоти гармонік n
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, або номери гармонік n, якщо відкладати нормовані частоти 
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, а по вісі ординат значення амплітуд (для АЧС) або значення початкових фаз (для ФЧС). На рис.1.2 зображено АЧС і ФЧС деякого гіпотетичного періодичного сигналу в базисі (1.1). Зі збереженням того ж масштабу, що і на рис.1.2, на рис.1.3 зображено АЧС і ФЧС цього ж сигналу у комплексному базисі (1.8).
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Рис.1.2. Спектральні діаграми періодичного сигналу  в
тригонометричному базисі: а – АЧС, б – ФЧС
Завдання до лабораторної роботи
В процесі лабораторної роботи студент має дослідити вплив параметрів (тривалості, періоду, зміщення відносно початку координат) імпульсів періодичних сигналів, які задає викладач, на вигляд та параметри АЧС та ФЧС цих сигналів.
Порядок виконання роботи

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 1. Виконати наступні пункти роботи:

1.
Дослідити спектр періодичної послідовності прямокутних відеоімпульсів.

1.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
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, часового зсуву 
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, тривалості імпульсу 
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 й періоду повторення 
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 імпульсів періодичної послідовності.
1.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити табл. 1.1 для 10 гармонік і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.
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Рис. 1.3. Спектральні діаграми періодичного сигналу в комплексному

експоненційному базисі: а – АЧС, б – ФЧС
Таблиця 1.1
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1.3.
Замалювати графік сигналу, отриманий у результаті підстановки розрахованих коефіцієнтів у ряд Фур'є.

1.4.
Дослідити залежність спектра послідовності імпульсів від тривалості імпульсу 
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, часового зсуву 
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 й періоду повторення 
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. Для цього повторити пункти 1.1 і 1.2 з новими значеннями для досліджуваного параметра, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

2.
Дослідити спектр періодичної послідовності трикутних відеоімпульсів.

2.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
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, часового зсуву 
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 й періоду повторення 
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 імпульсів періодичної послідовності.

2.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити табл. 1 для 10 значень і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.

2.3.
Замалювати графік сигналу, отриманий у результаті підстановки розрахованих коефіцієнтів у ряд Фур'є.

2.4.
Дослідити залежність спектра послідовності імпульсів від тривалості імпульсу 
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. Для цього повторити пункти 2.1 і 2.2 з новими значеннями для тривалості імпульсу 
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, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

3.
Дослідити спектр періодичної послідовності відеоімпульсів, утворених шляхом обмеження гармонічного сигналу.

3.1.
Одержати від викладача значення амплітуди 
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, кута відсічення 
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 й періоду повторення 
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 значень гармонічного сигналу.

3.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити таблицю 1 для 10 значень і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.

3.3.
Замалювати графік сигналу, отриманий у результаті підстановки розрахованих коефіцієнтів у ряд Фур'є.

4.
За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. Дайте означення періодичного сигналу.

2. Запишіть формулу для визначення постійної складової періодичного сигналу.

3. Запишіть формулу ряду Фур’є для періодичних сигналів.
4. Запишіть формулу ряду Фур’є для періодичного сигналу, що описується парною функцією.

5. Чим відрізняється амплітудно-частотні спектри періодичних сигналів у тригонометричному та комплексно-експоненційному базисах?

6. До яких змін у спектрі періодичного сигналу призводить зміщення сигналу у часі?

7. Який зв’язок існує між шириною спектра періодичного сигналу та тривалістю його імпульсів?

8. Що зміниться у спектрі періодичного сигналу, якщо його період збільшити вдвічі?

9. Наведіть формули, що визначають співвідношення між косинусоїдальними і синусоїдальними коефіцієнти ряду Фур’є та амплітудами і початковими фазами гармонік спектра періодичного сигналу?

10. Які сигнали називаються ортогональними?

11. Дайте означення норми сигналу.
Лабораторна робота 2
Синтез періодичних сигналів 
Мета роботи: виконати гармонічний синтез періодичних сигналів і дослідити точність їх наближення урізаним рядом Фур’є.

Основні теоретичні відомості
Синтезом сигналів називають процедуру отримання сигналів заданої складної форми на основі підсумовування за визначеними правилами означених елементарних сигналів більш простої форми.

Одним із різновидів синтезу сигналів є гармонійний синтез періодичних сигналів. Для синтезу останніх в якості елементарних сигналів використовуються гармонічні сигнали, які теж належать до класу періодичних. Період Т сигналу, що синтезується, задає частоту 
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першої гармонійної складової. Наступні складові мають частоти, кратні частоті першої гармоніки.

Синтезу будь-якого сигналу, у тому числі і гармонічному синтезу періодичних сигналів, передує їх теоретичний аналіз. Цей аналіз направлений на обчислення характеристик гармонійних складових. Будь-яке гармонічне коливання повністю задається своєю амплітудою А, частотою 
[image: image68.wmf]w

 і початковою фазою 
[image: image69.wmf]q

. Тому перед синтезом сигналів потрібно обчислити вказані параметри для кожної гармонійної складової. Ця процедура виконується на основі математичного апарату, пов’язаного з розкладом періодичних функцій в ряд Фур’є:
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(2.1)

де означення та формули для обчислення амплітуд
[image: image71.wmf]n
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 і фаз 
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, а також коефіцієнтів 
[image: image75.wmf]n

a

, 
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[image: image78.wmf]2
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 наведені в поясненнях до формул (1.2) і (1.3) в лабораторній роботі 1.
Таким чином, синтез сигналу 
[image: image79.wmf]s

(t) включає такі етапи:

1. Обчислюють за формулами (2.2) і (2.3) коефіцієнти Фур’є 
[image: image80.wmf]n

a

, n = 0, 1, 2,
[image: image81.wmf]K

 і 
[image: image82.wmf]n

b

, n = 1, 2,
[image: image83.wmf]K

 у загальному вигляді, без конкретизації параметрів (періоду Т, тривалості і амплітуди сигналу s(t)).

2. Знаходять вирази для амплітуд 
[image: image84.wmf]n
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 і початкових фаз 
[image: image85.wmf]n

q

 гармонійних складових.

3. Записують для сигналу s(t) його ряд Фур’є шляхом підстановки в праву частину співвідношення (2.1) знайдених виразів для 
[image: image86.wmf]n

A

 і 
[image: image87.wmf]n
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.

4. Для конкретних значень параметрів сигналу: періоду (Т), тривалості 
[image: image88.wmf](
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 і амплітуди (U), обчислюються значення амплітуд 
[image: image89.wmf]n
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 і фаз 
[image: image90.wmf]n
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 для перших N гармонік і заносяться в табл.2.1. Значення N залежить від точності наближення вихідного сигналу 
[image: image91.wmf]s

(t)  синтезованим сигналом 
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5. Виконується поетапний синтез сигналу 
[image: image94.wmf]s

(t) за формулою (2.2). На першому етапі отримуємо сигнал: 
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Таблиця 2.1
	№ гарм.
	0
	1
	2
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На другому – 
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 і т.д.

На кожному з етапів знаходиться похибка наближення за формулою:
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Очевидно, що зі збільшенням значення індексу k похибка (2.3) повинна зменшуватись і прямувати до нуля, тобто 
[image: image115.wmf]0
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. Отже, шляхом збільшення максимального номера гармоніки N в (2.2) завжди можна  синтезувати сигнал з потрібною, наперед заданою, точністю.

Домашнє завдання
1. Отримати від викладача два види періодичних сигналів і розкласти кожен з них у ряд Фур’є, знайшовши загальні вирази для амплітуд 
[image: image116.wmf]n
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 і  початкових фаз
[image: image117.wmf]n

q

.

2. Задавшись конкретними параметрами сигналів, обчислити для них числові значення амплітуд 
[image: image118.wmf]n

A

 і фаз
[image: image119.wmf]n

q

при n = 0, 1, 2,
[image: image120.wmf]K

, 10. Занести отримані значення в табл. 2.1.

Завдання лабораторної роботи
1. Виконати поетапний синтез кожного із заданих періодичних сигналів, починаючи з першого етапу 
[image: image121.wmf](
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 (сума постійної складової і першої гармоніки) і закінчуючи десятим етапом 
[image: image122.wmf](
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(сума постійної складової і перших десяти гармонік).

2. На кожному з етапів зобразити графіки відрізків синтезованих періодичних сигналів 
[image: image123.wmf](
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,   k = 1, 2,
[image: image124.wmf]K

, 10.

3. На кожному з етапів синтезу k = 1, 2,
[image: image125.wmf]K

, 10 обчислити похибку апроксимації і для кожного із заданих сигналів результати обчислень занесли до табл. 2.2

Таблиця 2.2

	Похибка (k

	(1
	(2
	(3
	....
	(10

	Значення

похибки
	
	
	
	
	


4. Побудувати графіки залежності похибки апроксимації 
[image: image126.wmf]k

D

 від кількості гармонік k, що складаються.
Порядок виконання роботи
1. Запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 2.

2. Ввести заздалегідь розраховані дані (для сигналу, отриманого від викладача у вигляді домашнього завдання на попередньому занятті):

· у пункті 1 період сигналу 
[image: image127.wmf]T

 в мікросекундах і постійну складову сигналу 
[image: image128.wmf]0

a

 у Вольтах;

· у пункті 2 ввести в таблицю для кожної гармоніки синтезованого сигналу амплітуду 
[image: image129.wmf]A

 у Вольтах  і фазу 
[image: image130.wmf]q

 в градусах.

3. Намалювати амплітудний і фазовий спектр синтезованого сигналу.

4. Намалювати графіки залежностей значень синтезованого сигналу від часу як суму однієї, двох, трьох і семи гармонік.

5. На кожному з етапів синтезу k = 1, 2,
[image: image131.wmf]K

, 10 обчислити похибку апроксимації і для кожного із заданих сигналів результати обчислень занести до табл.2.2

6. За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.
Контрольні запитання і завдання
1. У чому полягає задача гармонічного синтезу періодичних сигналів?

2. Запишіть формулу для визначення косинусоїдальних коефіцієнтів Фур’є періодичного сигналу у тригонометричному базисі.
3. Як визначити початкову фазу гармонічної складової періодичного сигналу коли відомі відповідні їй косинусоїдальний і синусоїдальний коефіцієнти Фур’є?
4. Як знаходиться похибка наближення періодичного сигналу при його синтезі?

5. Запишіть формулу для визначення синусоїдальних коефіцієнтів Фур’є періодичного сигналу у тригонометричному базисі.

6. Яке співвідношення існує між періодами першої та п’ятої гармонік періодичного сигналу?

7. Що треба зробити при синтезі періодичного сигналу, щоб зменшити похибку наближення?
Лабораторна робота 3

Дослідження спектрів неперіодичних сигналів

Мета роботи: дослідити експериментально властивості спектральних щільностей (АЧС і ФЧС) неперіодичних сигналів, зокрема одиничних імпульсів.

Основні теоретичні відомості
При гармонічному аналізі періодичних сигналів останні зображають у вигляді суми скінченої або зліченої множини гармонічних коливань з кратними частотами. Подібне зображення в частотній області може бути отримано і для неперіодичних сигналів. Але оскільки можна вважати, що період неперіодичного сигналу 
[image: image132.wmf]¥
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, то це призводить до того що, амплітуди гармонічних складових є нескінченно малими величинами, і вони утворюють незліченну (континуальну) множину. Тому, по-перше, спектр неперіодичних сигналів характеризують спектральною щільністю амплітуд гармонік. І, по-друге, спектр неперіодичних сигналів, на відміну від спектрів періодичних сигналів, є неперервною функцією частоти. 

Спектральна щільність 
[image: image133.wmf](
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 неперіодичного сигналу обчислюється на основі інтегрального перетворення Фур’є:
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Перехід від зображення неперіодичного сигналу 
[image: image137.wmf](
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 у часі до зображення його у частотній області 
[image: image138.wmf](
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 називають прямим ортогональним перетворенням, а тому перетворення (3.1) отримало назву прямого перетворення Фур’є.

Перехід від зображення сигналу в частотній області 
[image: image139.wmf](
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 до зображення його у часі  
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 здійснюють за допомогою оберненого перетворення Фур’є:
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Перетворення (3.1) і (3.2)  називають ще двійкою інтегральних перетворень Фур’є.

Для того, щоб існувало перетворення Фур’є (3.1), або, іншими словами, щоб існувала для сигналу 
[image: image143.wmf](

)

t

s

 його спектральна щільність
[image: image144.wmf](
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 в класі звичайних функцій, необхідно і достатньо, щоб існував інтеграл
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У загальному випадку спектральна щільність 
[image: image146.wmf](
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 є комплексною функцією. Дійсно, згадаємо, що
[image: image147.wmf].
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 Тоді для співвідношення (3.1) отримаємо:

[image: image148.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

¥

¥

ò

¥

¥

-

-

=

-

=

-

,

ω

ω

ω

sin

ω

cos

ω

iB

A

tdt

t

s

i

tdt

t

s

S

&

 3.4)

де через 
[image: image149.wmf](
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 і 
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 позначені дійсна і уявна складові спектральної щільності відповідно.

Модуль спектральної щільності
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називають амплітудно-частотним спектром (АЧС) неперіодичного сигналу, де 
[image: image152.wmf]*

 означає комплексне спряження. Аргумент спектральної щільності
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  (3.6)
називають фазочастотним спектром (ФЧС) неперіодичного сигналу.

Праву частину співвідношення (3.4), з урахуванням (3.5) і (3.6) можна записати так: 
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Фізична розмірність спектральної щільності 
[image: image155.wmf](
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 дорівнює фізичній розмірності сигналу 
[image: image156.wmf](
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, поділеній на розмірність частоти. Наприклад, якщо значення
[image: image157.wmf](
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 мають розмірність напруги 
[image: image158.wmf]]
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, то розмірність спектральної щільності буде [В/Гц]  або 
[image: image159.wmf][
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Домашнє завдання
1. Виконати аналітичний опис двох неперіодичних сигналів, вказаних викладачем.

2. Записати аналітичні вирази для цих сигналів після зсуву їх у часі.

3. Знайти аналітичні вирази для заданих сигналів після диференціювання і інтегрування.

Завдання лабораторної роботи
1. Для заданих сигналів за допомогою комп’ютера обчислити АЧС і ФЧС.

2. Повторити обчислення спектрів сигналів при зміні їх параметрів (тривалості, амплітуди, зміщення відносно початку кординат).

3. Обчислити спектри сигналів після диференціювання і інтегрування.

Порядок виконання роботи 

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 3. Виконати такі пункти роботи:

1. 
Дослідити спектр прямокутного відеоімпульса.

1.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
[image: image160.wmf]U

, часового зсуву 
[image: image161.wmf]0

t

 та тривалості імпульсу 
[image: image162.wmf]t

.

1.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити табл. 3.1 для 10 значень частоти 
[image: image163.wmf]w

і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.

Таблиця 3.1
	
[image: image164.wmf]w
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1.3.
Дослідити залежність спектра від тривалості імпульсу 
[image: image167.wmf]t

, часового зсуву 
[image: image168.wmf]0

t

. Для цього повторити пункти 1.1 і 1.2 з новими значеннями для досліджуваного параметра, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

2.Дослідити спектр експоненційного відеоімпульса.

2.1.
Отримати від викладача значення амплітуди
[image: image169.wmf]U

, коефіцієнта 
[image: image170.wmf]a

.
2.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити таблицю, аналогічну табл. 3.1 для 10 значень частоти 
[image: image171.wmf]w

 і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.

2.3.
Дослідити залежність спектра від коефіцієнта 
[image: image172.wmf]a

. Для цього повторити пункти 1.1 і 1.2 з новими значеннями для досліджуваного параметра, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

3.
Дослідити спектр гауссівського відеоімпульса.

3.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
[image: image173.wmf]U

, часового зсуву 
[image: image174.wmf]0

t

та коефіцієнта 
[image: image175.wmf]b

.

3.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити таблицю, аналогічну табл. 3.1 для 10 значень і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.
 3.3. Дослідити залежність спектра від коефіцієнта 
[image: image176.wmf]b

. Для цього повторити пункти 3.1 і 3.2 з новими значеннями для досліджуваного параметра, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

4. 
Для гауссівського імпульсу повторити проведені дослідження для похідної й інтеграла від сигналу для одного з наборів параметрів сигнала.

5.
За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. Як визначається спектральна щільність сигналу?

2. Що таке АЧС неперіодичного сигналу?

3  Що таке ФЧС неперіодичного сигналу?

4. Як змінюється АЧС і ФЧС сигналу при зсуві його у часі?

5. Для яких сигналів не існує спектральна щільність у класі звичайних функцій?

6. Чи можуть реальні сигнали мати обмежений за частотою спектр?

7. Як змінюється спектр сигналу після його диференціювання?

8. Як змінюється спектр сигналу після його інтегрування?

9. Чому чисельно дорівнює спектральна щільність сигналу на нульовій частоті?

10. Для яких сигналів їх спектральна щільність є дійсною функцією?

Лабораторна робота 4

Амплітудна модуляція

Мета роботи: ознайомитися з особливостями зображення сигналів з амплітудною модуляцією у часовій та частотній областях. Дослідити вплив на вид модульованого коливання та його спектру параметрів модулюючих сигналів.

Основні теоретичні відомості
Процедура, пов’язана з перенесенням спектра “первинного” інформаційного сигналу 
[image: image177.wmf](
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 із низькочастотної області у діапазон достатньо високих частот, отримала назву модуляції. Для створення модульованого коливання перш за все треба вибрати деяке високочастотне коливання 
[image: image178.wmf](
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, яке залежить від 
[image: image179.wmf]n

 параметрів
[image: image180.wmf]}
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. Таке коливання носить назву несучого. Якщо тепер подіяти низькочастотним сигналом 
[image: image181.wmf](
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 на коливання 
[image: image182.wmf](
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 таким чином, щоб один або декілька його параметрів змінювалися у часі в такт зі змінами сигналу
[image: image183.wmf](
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, то несуче коливання отримує нову властивість, а саме, воно буде тепер містити в собі ту інформацію, яка попередньо була розміщена в сигналі
[image: image184.wmf](
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. Таке коливання носить назву модульованого. Умовно його математичну модель можна записати у такому вигляді:
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де для визначеності покладено, що від сигналу 
[image: image186.wmf](
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 залежать другий і третій параметри. 

Фізичний процес управління параметрами несучого коливання і є модуляцією.

Досить широкий клас модульованих сигналів утворюють з використанням в якості несучого високочастотного гармонічного коливання

    
[image: image187.wmf](
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Гармонічне коливання (4.1) залежить від трьох параметрів: амплітуди 
[image: image188.wmf]0
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, частоти 
[image: image189.wmf]н

w

 і початкової фази 
[image: image190.wmf]0

j

. Якщо амплітуду 
[image: image191.wmf]0
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 змінювати у часі в такт зі змінами модулюючого коливання 
[image: image192.wmf](
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, то отримаємо амплітудно-модульоване  коливання 
[image: image193.wmf](
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[1, с.119-125]. Формально цього можна досягти, якщо додати модулююче коливання 
[image: image194.wmf](
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 з деяким ваговим коефіцієнтом k до амплітуди 
[image: image195.wmf]0
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 несучого коливання і тоді остання стане залежною від часу:

            
[image: image196.wmf](
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Функцію 
[image: image197.wmf](
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 називають обвідною амплітудно-модульованого коливання.

Амплітудно-модульоване коливання, з урахуванням (4.1) і (4.2), у загальному випадку може бути записано так:
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На рис (4.1.) показана одна із можливих осцилограм такого коливання.
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Рис.4.1. Осцилограма амплітудно-модульованного коливання

Найпростішим видом амплітудної модуляції є однотональна амплітудна модуляція, яка виникає у тому випадку, коли модулююче коливання 
[image: image200.wmf](
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 є гармонічним коливанням з частотою 
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, тобто 
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де 
[image: image203.wmf]E

 - амплітуда, а 
[image: image204.wmf]F

 - початкова фаза.

Підставивши (4.2) в (4.3) з урахуванням (4.4), дістанемо 
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де 
[image: image206.wmf]0
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 – коефіцієнт пропорційності, який називають коефіцієнтом модуляції. Величина 
[image: image207.wmf]M

 характеризує глибину модуляції амплітудно-модульованого коливання. Коефіцієнт модуляції 
[image: image208.wmf]M

 може набувати значення від 0 до 1, тобто 
[image: image209.wmf]1
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Якщо розкриємо в правій частині співвідношення (4.5) квадратні дужки, то отримаємо представлення коливання при однотональній амплітудній модуляції у вигляді суми трьох  гармонічних коливань:
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 (4.6)

У правій частині (4.6) перше гармонічне коливання  з частотою 
[image: image211.wmf]н

w

 повністю збігається з коливанням (4.1) і тому називається несучим. Друга гармонічна складова має частоту 
[image: image212.wmf](
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, яка за своїм значенням більша значення частоти несучого коливання 
[image: image213.wmf]н
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, і тому має назву верхнього бокового коливання. Третя гармонічна складова має частоту 
[image: image214.wmf](
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, яка  за значенням менша частоти несучого коливання 
[image: image215.wmf]н
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, і тому має назву нижнього бокового коливання
Більш складним видом сигналів з амплітудною модуляцією є сигнали, для яких модулююче коливання 
[image: image216.wmf](
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 складається з декількох гармонічних складових, а саме:
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(4.7)

де частоти коливань 
[image: image218.wmf]N
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 утворюють упорядковану послідовність: 
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Підставивши (4.2) в (4.3) з урахуванням (4.7), отримаємо для сигналу з  полігармонічною амплітудною модуляцією таке представлення:
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[image: image221.wmf](
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де парціальні коефіцієнти амплітудної модуляції  
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Розкривши квадратні дужки в правій частині рівності (4.8), отримаємо розкладення сигналу з полігармонічною амплітудною модуляцією на гармонічні складові:
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Порівнюючи співвідношення (4.6) і (4.9), зазначимо, що, на відміну від сигналу з однотональною амплітудною модуляцією, коливання з полігармонічною амплітудною модуляцією мають у своєму спектральному складі цілі групи верхніх і нижніх бокових гармонічних коливань. При цьому кількість коливань у кожній із груп співпадає з кількістю гармонічних складових у модулюючму коливанні 
[image: image224.wmf](
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Рис. 4.3. Амплітудно-частотний та фазочастотний спектри сигнала з однотональною амплітудною модуляцією

Завдання лабораторної роботи
1. Дослідити види осцилограм, амплітудні та фазові спектри сигналу з однотональною амплітудною модуляцією при різних індексах модуляції та початкових фазах несучого коливання і модулюючого сигналу.

2. Дослідити осцилограми, амплітудні та фазові спектри сигналів зі складною (багатотональною) амплітудною модуляцією. Дослідження провести для двох різних модулюючих сигналів. Значення параметрів сигналів отримати від викладача.
Порядок виконання роботи 

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 4. Виконати такі пункти роботи:

1. 
Дослідити сигнал з однотональною амплітудною модуляцією.

1.1. Ввести значення частоти несучого коливання 
[image: image226.wmf]н

w

.

1.2. Ввести значення коефіцієнта 
[image: image227.wmf]l

, що визначає частоту модулюючого  коливання 
[image: image228.wmf]W

.

1.3  Ввести значення фази несучого коливання 
[image: image229.wmf]0

j

 і фази модулюючого коливання 
[image: image230.wmf]F

, значення амплітуди несучого коливання 
[image: image231.wmf]E

.

1.4. 
Ввести значення коефіцієнта модуляції 
[image: image232.wmf]M

.

1.5. 
Замалювати графік залежності миттєвих значень амплітудно-модульованого сигналу від часу.

1.6. 
Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу.

1.7. 
Повторите пункти 1.1 – 1.6, щораз змінюючи значення одного із параметрів 
[image: image233.wmf](
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 при незмінних значеннях інших параметрів.

2. 
Дослідити амплітудно-модульований сигнал при модуляції прямокутним відеоімпульсом (радіоімпульс).

2.1. Ввести тривалість імпульсу 
[image: image234.wmf]t

.

2.2. Замалювати графік залежності миттєвих значень амплітудно-модульованого сигналу від часу.

2.3. Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу.

2.4. Повторите пункти 2.1 – 2.4 для двох інших значень тривалості імпульсу 
[image: image235.wmf]t

.

3.    Дослідити амплітудно-модульований сигнал при модуляції трикутним відеоімпульсом.

3.1. Ввести тривалість імпульсу 
[image: image236.wmf]t

.

3.2. 
Замалювати графік модулюючого відеоімпульсу
3.3. Замалювати графік залежності миттєвих значень амплітудно-модульованого сигналу від часу.

3.4. 
Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу.

3.5. 
Повторити пп. 2.1 – 2.4 для двох інших значень тривалості імпульсу 
[image: image237.wmf]t

.

4.
За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. У чому полягає процес модуляції?

2. Яке коливання є несучим для амплітудно-модульованого коливання?

3. Що таке коефіцієнт амплітудної модуляції і яких значень він може набувати?

4. Як визначити коефіцієнт амплітудної модуляції, коли відомі максимальне і мінімальне значення обвідної коливання з однотональною амплітудною модуляцією?

5. Які гармонічні коливання містяться в сигналі з однотональною амплітудною модуляцією?

6. Як визначається ширина спектра амплітудно-модульованого коливання?

7. Дайте означення сигнала з односмуговою амплітудною модуляцією.

8. Від чого залежить значення амплітуди бокових гармонічних коливань амплітудно-модульованного сигналу?

9. Коли при амплітудній модуляції виникає перемодуляція?
Лабораторна робота  5

Кутова модуляція

Мета роботи: ознайомитись з особливостями  зображень сигналів з кутовою модуляцією у часовій та частотній областях. Дослідити вплив на вид спектрів сигналів з кутовою модуляцією коефіцієнта модуляції та параметрів модулюючого коливання.

Основні теоретичні відомості 

Розглянемо несуче коливання, математична модель якого має вигляд (4.1). Це гармонічне коливання перепишемо так:
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де через 
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 позначена повна або поточна фаза:
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тобто це функція, яка має розмірність кута і яка у даному випадку змінюється у часі  за лінійним законом. Такий характер зміни у часі повної фази є характерною особливістю будь-якого гармонічного коливання. 

З поточною фазою 
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 – миттєва частота, яка є швидкістю зміни у часі повної фази, тобто 
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(5.3)

Для гармонічного коливання (5.1) вона є постійною величиною, а саме 
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Якщо в несучому коливанні (5.1) зробити повну фазу 
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 залежною від модулюючого коливання 
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, то отримаємо сигнал з кутовою модуляцією:
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Для сигналів з кутовою модуляцією відомі два різновиди залежності повної фази 
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 від модулюючого сигналу 
[image: image249.wmf](

)

t

s

. 
Перший вид залежності (більш простої) реалізується простим додаванням з деяким ваговим коефіцієнтом 
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 модулюючого коливання 
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Тоді, якщо в (5.5) замінити 
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, то отримаємо сигнал з кутовою модуляцією виду:
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який в літературі зазвичай називають сигналом з фазовою модуляцією [1, с. 125-1272] на що в (5.7) вказує індекс “
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Другий вид залежності повної фази або кута 
[image: image261.wmf](
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 від модулюючого коливання 
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 реалізується шляхом додавання останнього з деяким коефіцієнтом пропорційності 
[image: image263.wmf]ч

k

 до несучої частоти. Тоді, на відміну від формули (5.4), миттєва частота буде мати вигляд 
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Повернувшись до формули (5.3), можемо записати 
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Тоді, підставивши (5.9) в (5.10), будемо мати таку залежність поточної фази від модулюючого коливання 
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Додавши до правої частини (5.11) значення початкової фази 
[image: image268.wmf]0
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 із (5.2), будемо мати остаточно таку залежність повної фази від модулюючого коливання 
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Підставимо (5.12) в (5.1) і отримаємо ще один різновид сигналу з кутовою модуляцією 
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У зв’язку з тим, що такий вигляд кутової модуляції отримуємо шляхом безпосередньої дії (додавання) модулюючого коливання 
[image: image271.wmf](
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 до миттєвої частоти несучого коливання (див. формулу (5.9)), то такий сигнал отримав назву частотно-модульованого коливання [1, с. 127-129]. 

Коли модулюючий сигнал є звичайним гармонічним коливанням 
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де частота 
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, а амплітуда E і початкова фаза
[image: image274.wmf]F

 довільні, то, згідно з (5.7), для фазової модуляції будемо мати 


[image: image275.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

[

]

,

cos

cos

cos

cos

0

ф

н

0

0

ф

н

0

ф

j

+

F

+

W

+

w

=

=

j

+

F

+

W

+

w

=

t

m

t

U

t

E

k

t

U

t

u

                 (5.15)

де 
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 - девіація фази, тобто максимальне відхилення кута від значень, які обумовлені лінійною залежністю 
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називають ще індексом фазової модуляції. На відміну від амплітудної модуляції індекс фазової модуляції 
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 може набувати будь-яких невід’ємних значень, тобто 
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Часто сигнал (5.15) називають коливанням з однотональною фазовою модуляцією, підкреслюючи той факт, що модулююче коливання (5.14), якщо розглядати його як звукове коливання, має один звуковий тон.

Для сигналу (5.15) повна фаза  
[image: image281.wmf](

)

(

)

0

ф

н

ф

cos

j

+

F

+

W

+

w

=

Q

t

m

t

t

.

Тоді миттєва частота  
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де 
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 – девіація частоти фазомодульованого коливання, тобто це максимальне відхилення частоти 
[image: image285.wmf])
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 від значення несучої частоти 
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Якщо підставити (5.14) в праву частину співвідношення (5.13), то отримаємо вираз для коливання з однотональною частотною модуляцією 
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де 
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Миттєва частота сигналу з однотональною частотною модуляцією 
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Сигнал з однотональною кутовою модуляцією можна представити у вигляді суми нескінченої послідовності гармонічних коливань (гармонік), а саме
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де 
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 - функція Бесселя першого роду 
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-го порядку. 
Модулі значень функцій Бесселя  
[image: image298.wmf](

)

...,

,

2

,

1

,

0

,

ч

±

±

=

k

m

J

k

 при збільшені їх порядку 
[image: image299.wmf]k

 при фіксованому індексі модуляції 
[image: image300.wmf]ч

m

 досить швидко спадають. Для практичних розрахунків вважають, що для  
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  значення модулів функцій Бесселя, а, отже, і амплітуд гармонік стають настільки малими, що ними в сумі (5.16) можна знехтувати і записати:
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Примітка: Якщо 
[image: image303.wmf]ч
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 не є цілим числом, то в сумі (5.17) враховується найближче ціле.
Згідно з формулою (5.17) практична ширина спектра 
[image: image304.wmf]пр
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 сигналу з однотональною кутовою модуляцією 
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Завдання лабораторної роботи
1. Дослідити амплітудний та фазовий спектри сигнала з однотональною частотною модуляцією при двох значеннях індексу модуляції.

2. Дослідити амплітудний та фазовий спектри сигнала з одно- тональною фазовою модуляцією при двох значеннях індексу модуляції.

3. Значення параметрів несучого та модулюючих коливань погоджуються з викладачем.
Порядок виконання роботи 

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 5. Виконати такі пункти роботи:

1. 
Дослідити сигнал з однотональною частотною модуляцією.

1.1. 
Ввести значення частоти несучого коливання 
[image: image306.wmf]н

w

.

1.2. 
Ввести значення коефіцієнта 
[image: image307.wmf]l

, що визначає частоту модулюючого коливання 
[image: image308.wmf]W

.

1.3. 
Ввести значення фази несучого коливання 
[image: image309.wmf]0

j

, значення фази модулюючого коливання 
[image: image310.wmf]F

, та значення амплітуди несучого коливання 
[image: image311.wmf]0

U

.

1.4. 
Ввести значення девіації частоти 
[image: image312.wmf]w

D

.

1.5.   Замалювати графіки залежності миттєвих значень модулюючого сигналу 
[image: image313.wmf](
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, значень повної фази несучого коливання, приросту фази за рахунок модуляції, повної фази частотно-модульованого сигналу й миттєвих значень частотно-модульованого сигналу від часу.

1.6. 
Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу, отримані за допомогою алгоритму швидкого перетворення Фур'є.

1.7.
Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу, обчислені із застосуванням функцій Бесселя. 

 1.8. 
Повторити пп. 1.1–1.7, змінивши значення індексу модуляції згідно з вказівкою викладача.

2.
Дослідити сигнал з однотональною фазовою модуляцією.

2.1. 
Ввести частоту несучого коливання 
[image: image314.wmf]н

w

.

2.2. 
Ввести значення коефіцієнта 
[image: image315.wmf]l

, що визначає частоту модулюючого коливання 
[image: image316.wmf]W

.
2.3.
Ввести значення фази несучого коливання 
[image: image317.wmf]0

j

, значення фази  модулюючого  коливання 
[image: image318.wmf]F

, значення амплітуди несучого коли-
вання 
[image: image319.wmf]0

U

.

2.4. 
Ввести індекс модуляції 
[image: image320.wmf]ô

m

.

2.5. 
Замалювати графіки залежності миттєвих значень модулюючого сигналу 
[image: image321.wmf](
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, значень повної фази несучого коливання, приросту фази за рахунок модуляції, повної фази та миттєвих значень фазомодульованого сигналу від часу.

2.6. 
Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу, отриманий за допомогою алгоритму швидкого перетворення Фур'є.

2.7.
Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу, обчислений із використанням функцій Бесселя. 

2.8.
Повторити пп. 2.1–2.7, змінивши значення індексу модуляції за вказівкою викладача.

3.
За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. Які існують види кутової модуляції?
2. Як залежить повна фаза від модулюючого коливання при фазовій модуляції?

3. Як залежить повна фаза від модулюючого коливання при частотній модуляції?

4. Від якого параметра однотонального модулюючого коливання залежить індекс фазової модуляції і як?

5. Від яких параметрів однотонального модулюючого коливання залежить індекс частотної модуляції і як?
6. Яких значень може набувати індекс модуляції при кутовій модуляції?

7. Від яких параметрів сигналу з кутовою модуляцією залежить ширина його спектру?

8. Що таке девіація частоти і як вона залежить від частоти модулюючого коливання при частотній та фазовій модуляції?

9. Зобразити спектр сигналу з однотональною частотною модуляцією для випадку, коли індекс модуляції 
[image: image322.wmf].
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10. У чому полягає відмінність між фазовоими спектрами сигналів з одно тональними частотною та фазовою модуляціями з однаковими індексами модуляції?

Лабораторна робота 6

ДОСЛІДЖЕННЯ СПЕКТРІВ ДИСКРЕТНИХ СИГНАЛІВ
Мета роботи: ознайомитися з особливостями спектрів дискретних сигналів. Дослідити спектри, отримані методами ортогональних перетворень дискретних сигналів у базисах дискретних експоненційних функцій та дискретних функцій Уолша. 

Основні теоретичні відомості

Дискретним сигналом називається скінчена або злічена упорядкована послідовність дійсних або комплексних чисел 
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 називають відліком або значенням дискретного сигналу у момент часу 
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, де 
[image: image326.wmf]D

– інтервал дискретизації. На рис. 6.1 наведено приклад деякого дискретного сигналу. 

Спектр дискретного сигналу
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обчислюється за формулою дискретного перетворення Фур’є [1]:
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Рис. 6.1  Дискретний сигнал

Особливістю спектрів дискретних сигналів є те, що вони є періодичними функціями частоти 
[image: image330.wmf]ω

. 
Зауважимо, що дискретне перетворення Фур’є виду (6.1) дає неперервний спектр 
[image: image331.wmf])
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 дискретного сигналу 
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. Але на практиці спектри дискретних сигналів обчислюються за допомогою ЕОМ і тому отримують спектр теж у вигляді дискретної послідовності. Окрім того, обсяг вибірки реального сигналу є скінченим. Тобто на практиці маємо справу з дискретним сигналом вигляду:
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де 
[image: image334.wmf]¥
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N

– обсяг вибірки (кількість відліків сигналу).

Тому алгоритм дискретного перетворення Фур’є означають таким чином, щоб отримати послідовність дискретних відліків спектру 
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 того ж обсягу N, що і кількість відліків сигналу (6.2) у часі, де 
[image: image336.wmf]W

 – інтервал дискретизації в частотній області, який визначається за формулою 
[image: image337.wmf].
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Підставивши (6.2) в праву частину (6.1) і врахувавши, що неперервна частота 
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 замінюється на дискретні значення 
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Формула (6.3) і є дискретним перетворенням Фур’є, дискретним як у часі, так і в частотній області, і може використовуватись при обчисленні спектрів дискретних сигналів за допомогою ЕОМ.

Введемо позначення
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Значення цього комплексного числа залежить від обсягу N вибірки дискретного сигналу і носить назву фазового або фазообертаючого множника.

Опускаючи в співвідношенні (6.3) позначення інтервалів дискретизації у часі 
[image: image343.wmf]D

 і у частотній області 
[image: image344.wmf]W

 і враховуючи позначення (6.4), запишемо дискретне перетворення Фур’є у загальноприйнятій формі:
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Перетворення Фур’є (6.5) можна записати в матричній формі
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 –  вектор-стовпчик дискретних відліків сигналу (Т – операція транспонування);  
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 – вектор-рядок відліків спектру дискретного сигналу;  
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 – квадратна матриця розміром 
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 фазових множників, а саме:
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Алгоритм дискретного перетворення Фур’є (6.5) реалізується апаратними або програмними засобами. Пристрій, що реалізує алгоритм дискретного перетворення Фур’є, отримав назву процесора дискретного перетворення Фур’є (ПДПФ). Фільтруючі властивості k-го каналу процесора можна описати частотним коефіцієнтом передачі 
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, який представляє собою залежність рівня відгуку k-го каналу при дії на вході дискретного комплексного експоненційного сигналу
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, при зміні частоти 
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останнього. Якщо N – фіксований обсяг вибірки дискретного сигналу, а 
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  – відстань по частоті між сусідніми каналами процесора, де 
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 – частота дискретизації, то частотний коефіцієнт передачі k-го каналу запишеться так: 
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Модуль частотного коефіцієнта передачі k-го каналу процесора 
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 є його амплітудно-частотною характеристикою (АЧХ), а аргумент 
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 – фазочастотною характеристикою (ФЧХ).

Як випливає із формули дискретного перетворення Фур’є (6.5), процедура його обчислення зводиться до множення комплексних чисел та їх підсумовування. При обробці реальних сигналів з великим обсягом відліків N час, потрібний для реалізації обчислень за формулою (6.5), навіть для сучасних ЕОМ, досить значний. Тому виникає задача розробки алгоритмів дискретного перетворення Фур’є з підвищеною швидкодією, так званих алгоритмів швидкого перетворення Фур’є (ШПФ). Один із принципів прискорення розрахунків, пов’язаних з обчисленням перетворення Фур’є, заснований на тому факті, що дискретна функція 
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Отже, якщо під час обчислень за формулою (6.5) зустрічається, наприклад, доданок з фазовим множником 
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, то немає сенсу підносити комплексне число до степеня 
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Одна із реалізацій алгоритму ШПФ, заснована на періодичності фазового множника, отримала назву алгоритму ШПФ з проріджуванням у часі. Графічно алгоритм ШПФ зображають у вигляді дерева ШПФ (рис. 6.2.). Зазначимо, що такі алгоритми реалізуються для дискретних сигналів з обсягом вибірки 
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. Де  m – ціле додатне число.
На рис. 6.2 зображено дерево ШПФ для випадку, коли обсяг вибірки сигналу N=8. На цьому прикладі зазначимо деякі основні аспекти цього алгоритму ШПФ. По-перше, вхідні відліки сигналу 
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 поділяються на дві групи, парні і непарні, і розміщуються в певному порядку, який виникає після їх двійково- інверсної переставовки (ДІП) [1].
По-друге, алгоритм ШПФ поділяється на m етапів, де m визначається із співвідношення 
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. Отже, маємо три етапи, які вказані внизу дерева ШПФ на рис. 6.2 римськими числами I, II, III.  Процедура ШПФ починається з молод-
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   Рис.6.2. Дерево ШПФ при N=8

ших етапів, тобто згідно з рис. 6.6., рухається зліва направо. Основним  базовим елементом ШПФ є алгоритм типу “метелик” :         
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Ми розглянули алгоритм ШПФ  у базисі ДЕФ. Але інколи і такий алгоритм не забезпечує достатньої швидкості обробки сигналів у реальному часі. Тоді для реалізації алгоритмів ШПФ застосовують інші, більш прості в обчислюваному плані, системи базисних функцій. Однією з таких систем є система базисних функцій Уолша. Простота цих функцій полягає в тому, що вони можуть набувати значення лише 
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Існує декілька різновидів систем базисних функцій Уолша, які, проте, відрізняються один від одного лише порядком розміщення (впорядкування) базисних функцій. Розглянемо функції Уолша-Адамара, які досить просто зображаються у вигляді матриць Адамара 
[image: image384.wmf]N

H

, де N – порядок матриці (N рядків і  N стовпчиків). Існує таке рекурентне правило побудови матриць Адамара:
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і т. д. В цих матрицях номери рядків відповідають номерам функцій Уолша-Адамара, а номери стовпчиків – номерам дискретних відліків функцій Уолша-Адамара. Окрім того, “+” означає, що функція набула значення  “+1”, а “–“  — відповідно  “–1”.

Аналогічно співвідношенню (6.9), дискретне перетворення у базисі функцій Уолша-Адамара  теж можна записати у матричній формі: 
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Перехід до інших систем, а значить, і матриць Уолша здійснюється шляхом відповідної перестановки рядків матриці Адамара (6.7). Так, якщо номери рядків матриці Адамара (починаючи з нульового) записати в двійковій системі числення, потім здійснити їх ДІП і переставити згідно з цією процедурою рядки матриці Адамара, то отримаємо відповідну матрицю Пелі 
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 , або систему функцій Уолша-Пелі.
Дискретне перетворення Фур’є у базисі функцій Уолша теж можна зобразити у вигляді дерева перетворення Фур’є. На рис.6.3 показано таке дерево ДПФ для N=8. Біля  ребер дерева не проставлені вагові множники, тому що для функцій Уолша всі вони дорівнюють 1[image: image1.wmf](
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. Отже, тепер алгоритм типу “метелик” буде мати вигляд зображений на рисунку, який наведено зліва.

Зліва від дерева ДПФ на рис 6.3 показані дві послідовності дискретних відліків сигналу. Звичайна упорядкованість відповідає базису Уолша-Адамара, а упорядкованість після ДІП – базису Уолша-Пелі.
Зазвичай, швидкість обчислень у базисах Уолша, порівняно з базисом  ДЕФ, значно  зростає.  Але при  цьому  втрачаються  фільтру-

ючі властивості ДПФ, властиві базису ДЕФ. Тобто, точність обчислень спектрів дискретних сигналів у базисах Уолша значно зменшується. Тому на практиці застосовують різні модифікації функцій Уолша, які збільшують точність обчислень спектрів при незначній втраті швидкості обробки сигналів [1].
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Рис.6.3. Дерево дискретного перетворення Фур’є в базисах функцій Уолша

Завдання лабораторної роботи
1. Виконати спектральний аналіз дискретних сигналів (гармонічного коливання, прямокутного та трикутного відеоімпульсів) у базисі ДЕФ. 

2. Вибрати одну із систем базисних функцій Уолша (Уолша-Адамара, Уолша-Пелі або класичну систему функцій Уолша) та виконати відповідний спектральний аналіз дискретного гармонічного сигналу.

3. На основі оберненого дискретного перетворення Фур’є у базисах ДЕФ та Уолша відновити сигнали, що досліджуються, та проаналізувати точність їх наближення. 
Порядок виконання роботи 

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD. Для проведення досліджень перетворення Фур'є в базисі дискретних експоненційних функцій (ДЭФ) необхідно завантажити лабораторну роботу 6Е. Виконати такі пункти роботи:

1. Дослідити гармонічний сигнал.

1.1. Ввести амплітуду 
[image: image392.wmf]m

U

, кругову частоту 
[image: image393.wmf]0

w

 й початкову фазу 
[image: image394.wmf]0

j

 гармонічного сигналу.

1.2. Ввести коефіцієнт 
[image: image395.wmf]a

, що визначає частоту дискретизації 
[image: image396.wmf]d

w

.

1.3. Ввести параметр 
[image: image397.wmf]m

, що визначає кількість відліків 
[image: image398.wmf]m
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1.4. Замалювати вихідний неперервний і відповідний йому дискретний сигнали.

1.5. Замалювати дискретні амплітудний і фазовий спектри, отримані за допомогою дискретного перетворення Фур'є (ДПФ).

1.6. Замалювати відновлений сигнал, отриманий шляхом застосування оберненого дискретного перетворення Фур’є (ОДПФ) до спектральних складових, обчислених за допомогою ДПФ в п. 1.5.
1.7. Повторити проведене дослідження, використавши значення параметрів дискретного гармонійного сигналу, погоджені з викладачем.

2. Дослідити прямокутний відеоімпульс.

2.1.
Ввести амплітуду 
[image: image399.wmf]m
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, тривалість 
[image: image400.wmf]t

 і зміщення у часі 
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 відеоімпульсу.

2.2.
Ввести коефіцієнт 
[image: image402.wmf]a

, що визначає частоту дискретизації, та повторити пп. 1.3–1.7.
3. Дослідити трикутний відеоімпульс.

Повторити пп. 2.1–2.2 для трикутного відіоімпульсу.

Для проведення досліджень перетворення Фур'є в базисі функцій Уолша необхідно завантажити лабораторну роботу 6W та виконати такі пункти роботи:

1.
Вибрати систему базисних функцій (Уолша-Адамара, Уолша-Пелі або класичну систему функцій Уолша).

2.
Аналогічно пп. 1.1–1.5 провести дослідження для гармонічного сигналу.

3.
Обчислити в базисі Уолша та замалювати спектри дискретного гармонійного сигналу.

4.
Виконати обернене дискретне перетворення Фур’є в базисі Уолша та замолювати відновлений дискретний гармонічний сигнал.

За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. У чому полягає основна відмінність спектрів дискретних сигналів?

2. Як вибирається інтервал дискретизації 
[image: image403.wmf]W

 для спектрів дискретних сигналів?

3. Запишіть формулу дискретного перетворення Фур’є.

4. Запишіть вираз для фазообертаючого множника дискретного перетворення Фур’є в базисі ДЕФ.

5. Що являє собою процесор дискретного перетворення Фур’є?

6. Опишіть фільтруючі властивості процесора ДПФ.

7. Що являє собою базис дискретних експоненційних функцій?

8. Запишіть перетворення Фур’є дискретних сигналів в базисі функцій Уолша в матричній формі.

9. Запишіть вираз для частотного коефіцієнта передачі 
[image: image404.wmf]k

-го канала процесора ДПФ.

10. Зобразіть дерево швидкого перетворення Фур’є в базисі ДЕФ.

11. Що таке двійково-інверсна перестановка відліків дискретного сигналу?
12. Зобразіть основний базовий елемент алгоритму ШПФ в базисі ДЕФ.

13. Зобразіть дерево ШПФ дискретного сигналу в базисі функцій Уолша-Адамара.

14. Запишіть зображення матриці Адамара 
[image: image405.wmf]8
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.

15. Як перейти від матриці Адамара 
[image: image406.wmf]8
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 до матриці Пелі 
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Лабораторна робота 7

ДОСЛІДЖЕННЯ ЗОБРАЖЕНЬ СИГНАЛІВ НА БАЗІ ТЕОРЕМИ КОТЕЛЬНИКОВА

Мета роботи: експериментально дослідити методи опису сигналів з обмеженим спектром за теоремою Котельникова та точність представлення реальних сигналів рядом Котельникова.

Основні теоретичні відомості

Сигналом з обмеженим спектром називають такий сигнал, у якого спектральна щільність 
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 зосереджена в межах скінченого частотного інтервалу D, тобто 
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Отже, за означенням, спектри таких сигналів описуються фінітними функціями частоти ( . Прикладом сигналу з обмеженим спектром, який широко застосовують у теорії сигналів, є ідеальний низькочастотний сигнал. Його АЧС має вигляд (рис.7.1.):
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Рис.7.1.  АЧС ідеального низькочастотного сигналу
У назві  цього  сигналу  слово  “ідеальний” обумовлене  тим,  що
для реальних низькочастотних сигналів амплітудний спектр, по-перше, не є рівномірним на скінченому відрізку частот, як це має місце на рис. 7.1 на інтервалі 
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 спектр асимтотично прямує до нуля, а не змінюється стрибком від значення 
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 до значення 0 (див рис. 7.1).
Нехай для ідеального низькочастотного сигналу фазочастотна характеристика 
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)

0

º

w

Q

. Тоді, застосувавши обернене  перетворення Фур’є до амплітудно-частотного спектру (7.1) ідеального низькочастотного сигналу, знаходимо:


[image: image419.wmf])

(

s

t

=
[image: image420.wmf](

)

 

1

2

i

ωt

Sed

¥

-¥

ww

p

ò

=
[image: image421.wmf]0

0

1

cos

B

ω

Std

ww

p

ò

= 
[image: image422.wmf]0B

B

B

S

sint

t

w

w

×

pw

,  (( ( t ( (,                  (7.2)

Зображення ідеального низькочастотного сигналу (7.2) у часі наведено на рис.7.2.
Більш загального виду ідеальний низькочастотний сигнал можна отримати, якщо вважати, що його фазочастотний спектр 
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. Тоді згідно з властивостями перетворення Фур’є і з урахуванням (7.2), дістанемо:
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Рис.7.2. Зображення ідеального низькочастотного сигналу у часі

Знайдемо скалярний добуток ідеальних низькочастотних сигналів 
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, який, згідно з рівністю Парсеваля, з точністю до постійного множника 
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 дорівнює скалярному добутку їх спектральних щільностей, тобто
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Із отриманого результату можна зробити такий висновок. Якщо зсуву t0 надати, наприклад, значення t0=
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, то скалярний добуток 
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буде дорівнювати нулеві і значить сигнали будуть ортогональними. Зазначимо, що теж саме буде відбуватися і при зсувах t0=
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, де k = (1, (2,... Таким чином, отримуємо нескінченну послідовність взаємно ортогональних функцій :
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Примітка: Функції (7.5) при різних значеннях індексу k мають один і той самий вигляд. Вони лише зсунуті у часі одна відносно одної, і тому їх енергії, а значить, і норми, однакові.
Ця послідовність утворює в просторі сигналів, спектри яких обмежені частотою (В, ортогональний базис. Цей базис називається базисом функцій Котельникова. Знайдемо норму функції 
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 із послідовності (7.5). Для цього використаємо той факт, що в теорії сигналів квадрат норми сигналу дорівнює скалярному добуткові сигналу з самим собою, тобто для сигналу
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з урахуванням рівності Парсеваля маємо:
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Звідси норма будь-якого сигналу із (7.8) буде дорівнювати
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Таким чином, якщо розділити кожен з елементів послідовності (7.5) на норму (7.6), то отримуємо ортонормовану послідовність функцій:   
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яка дозволяє згідно з загальною теорією ортогональних розкладів елементів лінійного простору представити будь-яку функцію
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, де верхня частота (В ( (, в узагальнений ряд Фур’є:
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Узагальнені коефіцієнти Фур’є Ck  обчислюються як скалярний добуток сигналу
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. Знову, застосовуючи рівність Парсеваля, для такого скалярного добутку можемо записати:
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де 
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( спектральна щільність сигналу 
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( спектральна щільність k (ї ортонормованої функції Котельникова 
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 Враховуючи те, що функції частоти 
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 відмінні від нуля лише в межах частотного інтервалу 
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 є оберненим перетворення Фур’є для сигналу 
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тобто можемо записати
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Отже,   
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Підставляючи (7.7) і (7.11) в праву частину (7.8), остаточно отримуємо:
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Співвідношення (7.12) носить назву ряду Котельникова для сигналів з обмеженим спектром. Із (7.12) видно, що сигнал 
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[image: image480.wmf]B
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 (7.7). При цьому, як видно із (7.10), відстань у часі між сусідніми відліками ( або інтервал дискретизації) (= 
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, де 
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( найвища частота в спектрі сигналу 
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Викладене вище в літературі формулюють у вигляді теореми Котельникова ( або теореми відліків): сигнал 
[image: image484.wmf](
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, ( ( ( t( (  з обмеженим спектром, тобто сигнал, у якому відсутні гармонічні складові з частотами 
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, може бути повністю відновлений на основі співвідношення (7.15) за своїми дискретними відліками 
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,  k= 0, (1, (2,... , які беруться через рівні проміжки часу ( ( 
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Домашнє завдання

1. Для заданого викладачем імпульсного сигналу розрахувати спектральну щільність та побудувати АЧС. Визначити частоти 
[image: image488.wmf]3
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, які  обмежують частотні інтервали 
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, в межах яких спектральні компоненти складають 80, 90 і 95% повної енергії сигналу.

2. Виконати такі ж розрахунки, що і в попередньому пункті, для заданого викладачем аналогового сигналу.

Завдання лабораторної роботи
1. Вважаючи знайдені при розрахунках домашнього завдання частоти 
[image: image490.wmf]3
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 граничними частотами для заданих сигналів, виконати представлення їх рядами Котельникова і зобразити отримані реалізації сигналів графічно у часовій області.

2. Виконати порівняння точності апроксимації реальних сигналів рядом Котельникова. Для цього розрахувати відстань між отриманими представленнями сигналів на основі теореми Котельникова та їх оригіналами. За результатами порівняння зробити висновки.
Контрольні запитання і завдання
1. Які сигнали називають сигналами з обмеженим спектром?

2. Який сигнал називають ідеальним низькочастотним сигналом?

3. Як обчислюється спектральний добуток двох сигналів на основі їх спектральних щільностей?

4. Наведіть приклад двох сигналів з обмеженим спектром, які є ортогональними.

5. Зобразити осцилограму ідеального низькочастотного сигналу у часі.

6. Яким повинен бути зсув у часі між двома ідеальними низькочастотними сигналами з однаковими амплітудно-частотними спектрами, щоб вони були ортогональними?

7. Що являє собою базис Котельникова?

8. Чому дорівнює амплітуда 
[image: image491.wmf]k

-ї базисної функції при розкладанні сигналу 
[image: image492.wmf](
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 з обмеженим спектром у ряд Котельникова?

9. Якою повинна бути відстань між сусідніми відліками сигналу з обмеженим спектром при представленні його рядом Котельникова?

10. Чим обумовлена похибка при апроксимації реальних сигналів рядом Котельникова?

11. Поясніть, до яких наслідків призводить вибір значення інтервалу дискретизації аналогового сигналу з обмеженим спектром, при його представленні дискретними відліками, більшим, ніж того вимагає теорема Котельникова?

Лабораторна робота 8
КОРЕЛЯЦІЙНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ СИГНАЛІВ
Мета роботи: дослідити властивості автокореляційного та взаємнокореляційного перетворення сигналів.

Основні теоретичні відомості

Розглянемо деякий дискретний сигнал 
[image: image493.wmf](
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, (рис. 8.1).
Нехай цей сигнал проходить через ідеальну лінію затримки, яка не змінює значень його відліків, а лише затримує у часі на декілька позицій 
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, де 
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, тобто на виході маємо сигнал вигляду: 
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 Такий сигнал при 
[image: image497.wmf]3
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зображено на рис. 8.2.
Між первинним сигналом-оригіналом 
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 і його копією 
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 можна знайти так зване автокореляційного перетворення,
що обчислюється за формулою


[image: image500.wmf](
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Отже, якщо дискретний сигнал має 
[image: image501.wmf]N

 позицій, то його автокореляційне перетворення буде мати не більше ніж 
[image: image502.wmf](
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 ненульових позицій. Причому максимального значення автокореляційне перетворення набуває при 
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. Окрім того, значення автокореляційного перетворення при однакових за модулем але різних за знаком зсувах збігаються, тобто 
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Рис. 8.1. Дискретний сигнал
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Рис. 8.2. Сигнал, затриманий у часі на 
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 позицій
Для неперервного сигналу 
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, що заданий на всій числовій вісі  часу  
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, автокореляційне  перетворення  записується у
такому вигляді:
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Якщо ж розглядати реальні сигнали, які існують на скінченому інтервалі часу 
[image: image513.wmf]T

, то кореляційне перетворення буде обчислюватися за наступною формулою:


[image: image514.wmf]

EMBED Equation.DSMT4[image: image515.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

-

<

<

¥

-

<

-

£

-

+

£

£

-

¥

<

<

-

=

ò

ò

t

-

t

.

τ

0,

0,

τ

τ,

τ

,

τ

0

τ,

τ

,

τ

,

0

τ

0

T

T

d

t

s

t

s

T

d

t

s

t

s

T

K

T

T

s


Як і для дискретних сигналів, кореляційне перетворення неперервних сигналів найбільшого значення досягає при 
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 є парною функцією, тобто 
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 і при практичних обчисленнях можна обмежитись знаходженням кореляційного перетворення або при 
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 Потім другу частину добудовують симетрично відносно вісі ординат.

Розглянемо два неперервних сигнали 
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 інтервали існування сигналів, які можуть бути як скінченими, так і нескінченними. Окрім того, 
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 не обов’язково збігаються. Тоді для них можна визначити взаємне кореляційне перетворення 
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(8.2)

Взаємне кореляційне перетворення не симетричне відносно вісі ординат, тобто 
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Крім того, із нерівності Коші-Буняковського випливає, що
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При 
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 взаємне кореляційне перетворення сигналів не обов’язково досягає максимуму. Більше того, для ортогональних сигналів при 
[image: image533.wmf]0
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 воно дорівнює нулеві.

Завдання лабораторної роботи
У процесі виконання лабораторної роботи студент повинен дослідити залежність виду авто- й взаємнокореляційної функцій від виду й параметрів сигналів.  

Порядок виконання роботи

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 8. Виконати такі пункти роботи:

1.
Дослідити автокореляційне перетворення прямокутного відеоімпульсу.

1.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
[image: image534.wmf]U

, часового зсуву 
[image: image535.wmf]0

t

, тривалості імпульсу 
[image: image536.wmf]t

.

1.2.
Заповнити табл. 8.1 для десяти значень і замалювати автокореляційну функцію.

Таблиця 8.1

	
[image: image537.wmf]t
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2.
Дослідити автокореляційне перетворення прямокутного радіоімпульсу.

2.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
[image: image539.wmf]U

, часового зсуву 
[image: image540.wmf]0

t

, тривалості імпульсу 
[image: image541.wmf]t

та частоти несучого коливання 
[image: image542.wmf]0

f

.

2.2.
Заповнити таблицю, аналогічну табл. 8.1, для десяти значень і замалювати автокореляційну функцію.

3. Дослідити автокореляційне перетворення послідовності прямокутних відеоімпульсів.

3.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
[image: image543.wmf]U

, часового зсуву 
[image: image544.wmf]0

t

, тривалості імпульсу 
[image: image545.wmf]t

 і значення інтервалу 
[image: image546.wmf]T

 повторенняімпульсів та кількість імпульсів 
[image: image547.wmf]N

.

3.2. Заповнити таблицю, аналогічну табл. 8.1, для десяти значень і замалювати автокореляційну функцію.

4.
Дослідити дискретне автокореляційне перетворення сигналів Баркера.

4.1.
Отримати від викладача значення числа позицій 
[image: image548.wmf]M

 сигналу Баркера.

4.2.
Заповнити табл. 8.2 для десяти значень і замалювати автокореляційну функцію.

       Таблиця 8.2
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5.
Дослідити взаємнокореляційне перетворення двох імпульсів.

5.1.
Отримати від викладача вид імпульсів та їх параметри.

5.2.
Заповнити табл. 8.3 для десяти значень і замалювати взаємнокореляційну функцію.

Таблиця 8.3
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6.
За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.
Контрольні запитання і завдання
1. Дайте означення дискретного автокореляційного перетворення.

2. Дайте означення автокореляційного перетворення для неперервного сигналу.

3. Запишіть формулу взаємнокореляційного перетворення.

4. Які властивості має автокореляційне перетворення?

5. Які властивості має взаємнокореляційне перетворення?

6. Як технічно реалізувати взаємнокореляційне перетворення?

7. Як технічно реалізувати автокореляційне перетворення?

8. Як залежить автокореляційне перетворення від тривалості імпульсу 
[image: image553.wmf]t

?

9. Як залежить автокореляційне перетворення від часового зсуву 
[image: image554.wmf]0

t

 імпульсу?

10. Як залежить автокореляційне перетворення від кількості імпульсів 
[image: image555.wmf]N

?

11. Які властивості має автокореляційна функція сигналів Баркера?

Лабораторна робота  9

ДОСЛІДЖЕННЯ вузькосмужнИХ СИГНАЛІВ
Мета роботи: Закріплення на практиці основних понять та означень, пов’язаних з математичними моделями вузькосмужних сигналів. Набуття практичних навиків з експериментальних досліджень основних характеристик вузькосмужних процесів та їх інтерпретації.

Основні теоретичні відомості

Вузькосмужні сигнали належать до особливого класу сигналів з обмеженим спектром, які виникають на виході різного роду автоколивальних та частотно-вибіркових систем. За означенням сигнал 
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 називається вузькосмужним, якщо його спектральна щільність 
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 відмінна від нуля лише в межах скінчених частотних інтервалів шириною 
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 кожен, які утворюють околи точок 
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 і при цьому виконується умова 
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Частоту 
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 називають опорною частотою вузькосмужного сигналу. Як правило, вона збігається з центральною частотою спектра.

Найбільш загальна математична модель вузькосмужного сигналу 
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 записується так:


[image: image564.wmf](

)

(

)

(

)

t

t

B

t

t

A

t

s

0

0

sin

cos

w

-

w

=

.                       (9.1)

У формулі (9.1) функцію 
[image: image565.wmf](
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 називають синфазною амплітудою вузькосмужного сигналу при заданому значенні опорної частоти 
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, а функцію 
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 – його квадратурною амплітудою. Ці функції змінюються у часі набагато повільніше ніж функції  
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, тобто вони є низькочастотними коливаннями, спектри яких зосереджені в околі нульової частоти.

Узагальнюючи метод комплексних амплітуд, можна отримати представлення у комплексній формі і вузькосмужного сигналу. Для цього, використовуючи синфазну і квадратурну амплітуди вузькосмужного сигналу (9.1), вводять комплексну низькочастотну функцію
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яка отримала назву комплексної обвідної вузькосмужного сигналу. У цьому випадку для вузькосмужного сигналу (9.1) можемо записати
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Праву частину формули (9.2) можна записати в показниковій формі: 
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, де 
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 − модуль вектора 
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, тобто в цьому випадку дійсна невід’ємна функція часу, яку називають фізичною обвідною (або просто обвідною) вузькосмужного сигналу (9.1); 
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, що має назву початкової фази вузькосмужного сигналу (9.1), яка також залежить від часу.
Проекція вектора  
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 на дійсну вісь комплексної площини є синфазна амплітуда 
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 вузькосмужного сигналу (9.1), тобто
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Аналогічно квадратурна амплітуда 
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 вузькосмужного сигналу (9.1) є проекцією вектора  
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 на уявну вісь, тобто
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Підставимо праві частини співвідношень (9.3) і (9.4) в (9.1). Отримаємо:
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Права частина співвідношення (9.5) вказує на те, що вузькосмужного сигнал являє собою складне коливання, яке отримуємо при одночасній модуляції гармонічного коливання з частотою 
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 як за амплітудою, так і за фазою (рис. 9.1).
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Рис. 9.1. Відрізок реалізації вузькосмужного сигналу

Кутову величину, що визначається виразом у квадратних дужках під знаком косинуса в правій частині співвідношення (9.5) називають повною або (поточною) фазою  вузькосмужного сигналу. Отже, якщо позначити повну фазу як 
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На основі виразу (9.6) можна визначити миттєву частоту 
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 вузькосмужного сигналу (9.1), яка дорівнює похідній за часом від повної фази, тобто 
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Із співвідношень (9.3) і (9.4) отримуємо вираз, який пов’язує між собою фізичну обвідну вузькосмужного сигналу та його квадратурну і синфазну амплітуди 
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, де береться арифметичне значення кореня. На основі формули (9.2) для початкової фази 
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У теорії сигналів досить широко застосовують ще один спосіб комплексного представлення сигналів, який, на відміну від розглянутого вище методу комплексних обвідних, є більш загальний і може застосовуватись не лише до вузькосмужних сигналів, а і до інших сигналів. Крім того, він дозволяє вводити поняття обвідної та миттєвої частоти сигналів з більш загальних позицій без того ступеня неоднозначності, що властивий методу комплексних амплітуд. Такий спосіб комплексного представлення сигналів спирається на поняття аналітичного сигналу та перетворення Гільберта. Більш детально ці поняття розглядаються в літературі [3, с. 131 – 141]. 

Завдання лабораторної роботи
У процесі виконання лабораторної роботи студент має дослідити властивості вузькосмужних сигналів на основі їх моделювання на ПЕОМ з використанням зображення (9.1) при різних видах квадратурної та синфазної амплітуд. Розглядаються два різновиди залежності квадратурної і синфазної амплітуд від часу: гармонічна і експоненційна. Характеристики вузькосмужного сигналу (спектри, комплексна та фізична обвідні, початкова та повна фази, миттєва частота) визначаються на основі двох їх зображень: за методом комплексних амплітуд і з використанням перетворення Гільберта та аналітичного сигналу. Значення опорної частоти та параметри квадратурної і синфазної амплітуд задаються викладачем.
Порядок виконання роботи
Для  виконання  роботи  необхідно запустити програмне середо-
вище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 9. Виконати наступні пункти роботи:

1. Змоделювати вузькосмужний сигнал за формулою (9.1), у якого синфазна і квадратурна амплітуди описуються гармонічними коливаннями  з частотами 
[image: image593.wmf]s
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 і 
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W

 відповідно, які вибираються в межах від 1 до 10. Амплітуди цих коливань 
[image: image595.wmf]s
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 і 
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 вибираються в межах від 1  до 10. Опорна частота вибирається в межах від 100 до 500. Замалювати відрізок отриманої реалізації вузькосмужного сигналу.

2. Використовуючи перетворення Фур’є, знайти спектр змодельованого вузькосмужного сигналу, зобразити його графічно. Визначити його ширину на рівні 0,1 від максимального значення і обчислити відношення ширини спектра до значення опорної частоти.

3. Обчислити і зобразити відрізок обвідної змодельованого вузькосмужного сигналу.

4. Обчислити і зобразити залежність миттєвої частоти від часу змодельованого вузькосмужного сигналу.

5. На основі перетворення Гільберта обчислити спряжений сигнал змодельованого вузькосмужного сигналу, зобразити відрізок цього сигналу і знайти його спектр.

6. Використовуючи отриманий спряжений сигнал, обчислити фізичну обвідну, повну фазу і миттєву частоту змодельованого вузькосмужного сигналу. Зобразити відрізки отриманих функцій та порівняти їх з аналогічними функціями, отриманими в п.п. 3, 4.

7. Змоделювати вузькосмужний сигнал за формулою (9.1), у якого синфазна і квадратурна амплітуди  описуються експоненційними функціями:
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Амплітуди 
[image: image599.wmf]s
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 і 
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 вибираються в тих же межах, що і в п. 1. Параметри 
[image: image601.wmf]a

 і 
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 слід задавати в межах від 0,5 до 1,0.

8. Для вузькосмужного сигналу, змодельованого за п. 7, виконати дослідження згідно з п.п. 2 − 6.
Контрольні запитання і завдання
1. Який сигнал називається вузькосмужним?

2. Запишіть загальний вираз математичної моделі вузькосмужного сигналу.

3. Охарактеризуйте квадратурну та синфазну амплітуди вузькосмужного сигналу.

4. Дайте означення комплексної обвідної вузькосмужного сигналу.

5. Запишіть вираз для комплексної обвідної в експонеційній формі.

6. Дайте означення фізичної обвідної вузькосмужного сигналу.

7. Дайте означення повної фази вузькосмужного сигналу.

8. Дайте означення миттєвої частоти вузькосмужного сигналу.

9. Як визначається фізична обвідна вузькосмужного сигналу через його квадратурну та синфазну амплітуди.

10. Як визначається миттєва частота вузькосмужного сигналу через його квадратурну та синфазну амплітуди.

11. Дайте означення спряженого сигналу. 

12. Що таке аналітичний сигнал?

13. Запишіть перетворення Гільберта гармонічних сигналів.

14. Запишіть вираз для спряженого сигналу вузькосмужного сигналу.

15. Дайте означення комплексної обвідної сигналу на основі поняття аналітичного сигналу.

16. Дайте означення повної фази сигналу на основі поняття аналітичного сигналу.

17. Дайте означення миттєвої частоти сигналу на основі поняття аналітичного сигналу.

Лабораторна робота 10
ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДІВ МОДЕЛЮВАННЯ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН З РІВНОМІРНИМ РОЗПОДІЛОМ

 Мета роботи. Ознайомлення з задачею цифрового моделювання випадкових величин та  областю його застосування. Вивчення алгоритмів формування послідовностей випадкових величин із рівномірним законом розподілу. Перевірка стохастичності сформованих ЕОМ послідовностей випадкових чисел. Написання програм найпростіших алгоритмів моделювання випадкових чисел  з рівномірним розподілом.

Основні теоретичні відомості
Для моделювання випадкового процесу з заданими характеристиками необхідно вміти достатньо економічно будувати послідовності випадкових чисел, що відповідають потрібним (згідно з умовами задачі) законам розподілу. Для того, щоб одержати значення випадкової величини з даним законом розподілу, звичайно використовують(як вихідний матеріал) рівномірно розподілені випадкові числа (РРЧ).

Послідовність випадкових чисел називається підпорядкованою рівномірному закону розподілу, якщо їхня щільність ймовірностей 
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 задовольняють співвідношенням
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Надалі  ми будемо, в основному, мати справу з випадковими числами, рівномірно розподіленими на інтервалі від 0 до 1, для яких в формулах  (10.1)  і  (10.2)  a=0, b=1.

Графіки 
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  для РРЧ в інтервалі [0, 1]  зображені на рис.10.1, а і 10.1, б відповідно.
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Рис. 10.1 Рівномірний закон розподілу випадкових величин.

Математичне сподівання 
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 і дисперсія 
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 для рівномірно розподіленої випадкової величини в інтервалі [0, 1]  визначаються за допомогою виразів 
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, а середньоквадратичне відхилення 
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Один з основних способів одержання РРЧ полягає в наступному. Випадкові числа утворюються в ЕОМ програмним способом на основі деякого рекурентного співвідношення. Це означає, що кожне наступне число утворюється з попереднього (або групи попередніх чисел) шляхом застосування деякого алгоритму, який складається з арифметичних і логічних операцій. Така послідовність чисел, хоч і не є випадковою, проте може задовольняти різноманітним статистичним критеріям випадковості. Тому такі числа називаються псевдовипадковими.

Головним недоліком псевдовипадкових чисел є складність теоретичної оцінки їхніх статистичних властивостей. Крім того, усі вироблені програмним способом послідовності псевдовипадкових чисел є періодичними. А саме, у послідовності псевдовипадкових чисел, якщо їх пронумерувати, починаючи з номера n=1, існує таке число з деяким номером n=L, після якого значення наступних чисел повторюють попередні, тобто число з номером n=L+1 співпадає з числом за номером n=1, число з номером n=L+2 співпадає з числом за номером n=2 і т.д. Таке повторення буде виникати і далі, тобто після кожного з чисел за номерами n=2L, n=3L, n=4L,…Число 

 називають довжиною періоду. Величина періоду 

 залежить від розрядності слова ЕОМ і способу формування псевдовипадкової послідовності.

Існує багато різноманітних методів генерації послідовностей чисел із рівномірним законом розподілу. У даній роботі будуть викладені три алгоритми моделювання РРЧ. Одним із перших і найбільш поширених методів є так званий конгруентний метод. Він полягає у тому, що чергове випадкове число 

 одержують із попереднього числа 
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 -  відповідним чином вибрана константа, а запис modq означає взяття за модулем q числа 
[image: image617.wmf]b

ca

i

+

-

1

 причому число q - просте, а 
[image: image618.wmf]b

 - взаємно просте з q число.

Інший спосіб генерації РРЧ, описаний у книзі [6] на стор.111-112 (методом Пономарьова), реалізується згідно з формулою
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де початкові числа при і=1 мають такі значення: 
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Третій метод одержання випадкових чисел, алгоритм якого описаний у книзі [7] на стор. 84 (метод Мартіна), полягає у наступному. Вибирається деяке початкове додатне число В, менше 1. Воно множиться на досить велике непарне ціле число С. За нове значення В приймається значення дробової частини добутку константи С на початкове значення В. Це ж нове число В приймається за одне із значень псевдовипадкових рівномірно розподілених в інтервалі [0, 1] чисел, що записується у відповідний елемент масиву.

У вигляді формули останній алгоритм записується наступним чином
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де повернені дужки означають операцію взяття дробової частини виразу, що міститься між цими дужками. 

Для перевірки "стохастичних параметрів" послідовностей рівномірно розподілених випадкових чисел можуть використовуватися різноманітні ознаки. Наприклад, при використанні частотного критерію за варіаційним рядом береться N випадкових чисел і підраховується кількість r чисел, що лежать між числами 0,2113 і 0,7887, тобто розташовуються в межах інтервалу  
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 близьке до 0,5774, то вважається, що випадкові числа розподілені рівномірно.
Інший наближений спосіб перевірки рівномірності розподілу 

 псевдовипадкових чисел полягає у обчисленні оцінок математичного сподівання і другого центрального моменту (дисперсії). 
Існують і інші ознаки "стохастичності" сформованих псевдовипадкових РРЧ. Такою ознакою є критерій, що враховує степінь нерівномірності гістограми РРЧ.  Розглянемо його більш детально.

Величина 
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де 

 - обсяг вибірки (загальна кількість вироблених ЕОМ випадкових чисел), називається частотою або статистичною оцінкою ймовірності попадання значень випадкової величини в i-й інтервал  
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 EMBED Equation.3  [image: image629.wmf],
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 i=1, 2, …, n, на які розбивається весь відрізок [0, 1] значень випадкової величини.

Для рівномірно розподіленої на інтервалі [0, 1] випадкової величини 
[image: image630.wmf]x

 (див. рис.10.1,a) імовірність попадання її значень в інтервал 
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  і=1, 2, …, n не залежить від номера інтервалу і визначається співвідношенням
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Чим менше відрізняються частоти pi*(10.3) від теоретичних значень імовірностей pi (10.4), тобто чим рівномірнішою є гістограма, тим кращим є генератор псевдовипадкових чисел з рівномірним розподілом. У зв’язку з тим, що різниця pi-​​pi* може бути як додатною, так і від’ємною, то при обчисленні міри відхилення гістограми з генерованих комп’ютером РРЧ від теоретичного розподілу різниці (pi-pi*) підносять до квадрату і лише після цього підсумовують їх за всіма значеннями i=1, 2, …, n. Таким чином маємо 
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. Сума u квадратів відхилень частот (1.3) від теоретичних ймовірностей (1.4) при фіксованому 
[image: image635.wmf]n

 може служити критерієм, що дозволяє оцінити степінь нерівномірності гістограми (чим більше 
[image: image636.wmf]u

, тим нижче якість генератора рівномірно розподілених чисел). У виконуваній лабораторній роботі число інтервалів гістограми 
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Важливим показником якості роботи програмного генератора РРЧ є також машинний час, що витрачається на моделювання заданого масиву чисел.

Завдання лабораторної роботи

Виконати моделювання РРЧ на інтервалі 
[image: image638.wmf][

]

1

,

0

 конгруентним методом та  методами В.А.Пономарева і Ф.Мартіна. Дослідити та порівняти властивості цих методів, зокрема, стохастичність отриманих РРЧ.

Порядок виконання роботи

1. Ввімкнути ЕОМ, потім дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 10.

3. Отримати від викладача обсяг 
[image: image639.wmf]N

 масиву РРЧ.

4. Виконати генерацію масиву обсягом 
[image: image640.wmf]N

 РРЧ конгруентним методом.
4.1.  На основі отриманих псевдовипадкових чисел побудувати гістограму при 
[image: image641.wmf]24
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 та оцінити їх стохастичність за частотним критерієм та степенем нерівномірності гістограми РРЧ.

4.2.  Знайти оцінки математичного сподівання та дисперсії. 

5. Виконати генерацію масиву обсягом 
[image: image642.wmf]N

 РРЧ методом В. А. Пономарьова та дослідити їх властивості аналогічно пп. 4.1 і 4.2.

6. Виконати генерацію масиву обсягом 
[image: image643.wmf]N

 РРЧ методом Ф. Мартіна та дослідити їх властивості аналогічно пп. 4.1 і 4.2.

Контрольні запитання і завдання
1. Що таке статистичне моделювання?

2. Назвіть основні переваги і недоліки статистичного моделювання.

3. Поясніть сутність рекурентного способу формування послідовності рівномірно розподілених чисел.

4. Дайте визначення псевдовипадкової послідовності чисел.

5. Назвіть основні переваги і недоліки програмного  способу моделювання випадкових послідовностей.

6. Що називається довжиною періоду псевдовипадкової послідовності?

7. Дайте означення рівномірного розподілу і запишіть відповідні  вирази для щільності і функції розподілу ймовірностей.

8. Наведіть числові значення математичного сподівання, дисперсії і середньоквадратичне відхилення для випадкової величини з рівномірним розподілом на інтервалі [0, 1].

9. Поясніть метод генерації випадкових РРЧ за конгруентним методом.

10. Назвіть критерії перевірки стохастичності послідовностей випадкових чисел.

11. Що таке гістограма і як вона будується?

12. Дайте визначення частости заданного інтервалу гістограми.

13. За якою формулою можна оцінити степінь нерівномірності гістограми для РРЧ ?

Лабораторна робота  11
ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДІВ МОДЕЛЮВАННЯ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН З ЗАДАНИМ ЗАКОНОМ РОЗПОДІЛУ

Мета роботи. Вивчення способів генерації випадкових чисел із заданим законом розподілу. Програмування найпростіших алгоритмів моделювання випадкових чисел із заданим законом розподілу. Закріплення навичок статистичної обробки даних на ПЕОМ.

Основні теоретичні відомості
Вихідним матеріалом для формування на ЕОМ випадкових величин із заданим законом розподілу служать рівномірно розподілені в інтервалі [0, 1] випадкові числа, що генеруються на ЕОМ програмним або ж фізичним давачем випадкових чисел.

Існують різноманітні прийоми перетворення випадкових чисел із рівномірним розподілом у випадкові числа з заданим законом розподілу. У рамках даної лабораторної роботи будемо застосовувати методом нелінійного функціонального перетворення, що є оберненим відносно заданої функції розподілу . 

Припустимо, що є неперервна випадкова величину 
[image: image644.wmf]x

 із щільністю розподілу
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[image: image646.wmf]h

 пов'язана з нею функціональною залежністю
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Потрібно знайти щільність розподілу 
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 величини 
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Запишемо обернену до функції (11.1) залежність змінної 
[image: image650.wmf]x

 від 
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, а саме
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Тоді, враховуючи позначення (11.2),  щільність розподілу ймовірностей випадкової величини 
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	(11.3)


де модуль береться тому, що похідна 
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 може набувати як додатніх, так і від`ємних значень в залежності від того, чи є функція 
[image: image656.wmf](

)

y

q

 зростаючою, чи спадаючою. А щільність розподілу є функція невід’ємна. 

У тому випадку, коли 
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- це рівномірно розподілена випадкова величина із щільністю розподілу ймовірностей 
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Отже, якщо випадкова величина 
[image: image660.wmf]x

 має рівномірну щільність ймовірностей, то можна вважати, що
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і результат диференціювання правої частини залежності (11.5) виявиться рівним щільності розподілу 
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 випадкової величини
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.

Розв`язуючи (11.5) відносно 
[image: image664.wmf]y

, одержуємо аналітичний вираз для функціонального перетворення 
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 -функція, обернена функції 
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 слід застосувати до випадкової величини 
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 з рівномірним розподілом для одержання випадкової величини 
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  із заданою щільністю розподілу 
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. Оскільки у формулі (11.3) якобіан береться за модулем, то його значення не зміниться, якщо у формулі (11.5) запишемо праву частину у вигляді

	
[image: image672.wmf](

)

(

)

y

F

y

q

x

h

-

=

=

1

.
	(11.6)


На практиці функціональне перетворення змінної 
[image: image673.wmf]x

 в 
[image: image674.wmf]y

, яке одержуємо з виразу (11.6) потребує меншого кількості операцій, а отже, і менших витрат машинного часу, ніж при перетворенні згідно з виразом (11.5).

Для прикладу розглянемо випадкову величину 
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, що має функція розподілу Вейбулла: 
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де 
[image: image678.wmf]0
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b

- параметр масштабу;  c>0 - параметр форми.

Підставивши (11.7) у (11.6), отримаємо 
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а після логарифмування обох частин 
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Розв`язуючи останнє рівняння відносно y , знаходимо
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Для двох інших законів розподілу, а саме: показникового і релєївського, студентам пропонується самостійно відшукати вид функціонального перетворення.Інтегральні функції розподілу для показникового і релєївського законів наведені в табл.11.1.

 Таблиця 11.1

	Закон розподілу
	Функція розподілу

	Показниковий
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	Релєївський
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Більш докладні відомості про цифрове моделювання випадкових чисел можна знайти в [3-5]. Окремі питання моделювання нормальных випадкових чисел і ряду інших, що вивчаються в наступних лабораторных роботах.
Завдання лабораторної роботи

У ході виконання лабораторної роботи необхідно, використовуючи в якості вихвдного матеріалу масив псевдовипадкових РРЧ на інтервалі [0, 1], сформувати масиви псевдовипадкових чисел, що описуються розподілами Вейбулла, показникового та релєївського.

Порядок виконання роботи
Для виконання роботи необхідно включити ЕОМ, дисплей та завантажити лабораторну роботу 11. Виконати наступні пункти роботи:

Отримати від викладача обсяг вибірки псевдовипадкових чисел.
Виконати генерацію випадкових чисел з розподілом Вейбулла при значенні масштабу b = 1 і параметра форми 
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3. На основі отриманих вибірок побудувати гістограми і отримати оцінки математичного сподівання та дисперсії.

1. Виконати генерацію випадкових чисел з показниковим розподілом при значенні параметра 
[image: image686.wmf]5
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5. На основі отриманої вибірки побудувати гістограму і отримати оцінки математичного сподівання та дисперсії.

6. Виконати генерацію випадкових чисел з релєївським розподілом при значенні параметра 
[image: image687.wmf]5
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7. На основі отриманої вибірки побудувати гістограму і отримати оцінки математичного сподівання та дисперсії.

Контрольні запитання і завдання
1. Що служить вихідним матеріалом для формування на ЕОМ випадкових чисел із заданим законом розподілу.

2. Які методи перетворення рівномірно розподілених випадкових чисел у випадкові числа з заданим законом розподілу Ви знаєте.

3. У чому полягає сутність методу нелінійного перетворення за оберненою функцією розподілу.

4. Охарактеризуйте переваги і недолики аналітичного і наближеного методів перетворення випадкових чисел.

Лабораторна робота 12
ДОСЛІДЖЕННЯ НОРМАЛЬНОГО ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ

Мета роботи. Ознайомлення з методами одержання випадкових величин із нормальним законом розподілу. Ознайомлення з основними властивостями нормального закону розподілу. Ознайомлення з основними методами оцінки параметрів випадкових величин.

Основні теоретичні відомості
Значна кількість різноманітних природніх випадкових явищ, процесів та сигналів, зокрема, в електроніці, з великою степінню адекватності описується нормальним розподілом. Щільність розподілу ймовірностей (ЩРЙ) нормальної випадкової величини 
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описується виразом
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де 
[image: image690.wmf]m

 - математичне сподівання, 
[image: image691.wmf]s

 - середньоквадратичне відхилення випадкової величини.

Функція розподілу нормального випадкової величини 
[image: image692.wmf]x

 записується так
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де   
[image: image694.wmf](
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 - спеціальна функція , яка має назву інтеграла ймовірності або функції  Лапласа.

Таблиці функції ((x) наводяться в багатьох літературних джерелах, наприклад у роботі  [5].
Вид ЩРЙ і функції розподілу ймовірностей нормальної випадкової величини показані на рис. 12,1 і рис. 12.2 відповідно.
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Рис.12.1. Нормальна щільність розподілу ймовірностей.
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Рис.12.2. Функція розподілу ймовірностей
Нормально розподілені випадкові величини формуються з рівномірно розподілених за допомогою спеціальних  нелінійни перетворень. Спочатку формується випадкова величина 
[image: image697.wmf]1

z

, розподілена за релєївським законом. 
Релєївська функція розподілу ймовірностей має вигляд:
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Прирівнявши праву частину співвідноення (12.2) до x і розв’язавши отримане рівняння відносно y, отримаємо нелінійне перетворення для одержання релеївської випадкової величини із рівномірно розподіленої: 
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, де x - значення рівномірно розподіленної випадкової величини η, а y - значення випадкової величини 
[image: image700.wmf]1
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 з релєївським розподілом (12.2).

Зважаючи на те, що рівномірно розподілені  величини  
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 і 
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 мають одну і ту ж ЩРЙ, можна замість наведеного вище нелінійного перетворення використати  вираз 
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Далі необхідно на основі рівномірно розподіленої випадкової величини 
[image: image705.wmf]h

 сформувати випадкову величину 
[image: image706.wmf]2

z

, розподілену за законом арксинуса. Функція розподілу ймовірностей за законом арксинуса має вигляд:
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де 
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 і 
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 - параметри розподілу.

Прирінюючи функцію розподілу (12.3) на інтервалі 
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 до x, отримаємо рівняння, розв’язавши яке відносно 
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,  знайдемо функціональне перетворення
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яке дозволяє отримати на основі рівномірно розподілених чисел 
[image: image713.wmf]x

 сформувати значення 
[image: image714.wmf]z

 випадкової величини  
[image: image715.wmf]2

z

 із законом розподілу арксинуса.

Використовуючи властивості симетрії тригонометричних функцій, неважко переконатися, що закон розподілу випадкової величини ζ2, значення якої зформоване вищевказаним способом, не зміниться, якщо аргумент 
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 тригонометричної функції замінити аргументом 
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, тобто можна застосувати перетворення z=bsin2πx+m, 0≤x≤1. 

Нарешті, для формування випадкової величини, розподіленої за нормальним законом, використовується відоме з теорії ймовірностей твердження: розподіл добутку двох незалежних випадкових величин, одна з яких має релєївський розподіл із параметром σ=1
[image: image718.wmf], а інша розподілена за законом арксинуса з параметрами m=0, b=1, є нормальним законом із нульовим математичним сподіванням та  одиничною дисперсією.

Часто на практиці опис випадкової величини  за допомогою ЩРІ може бути замінений більш грубим, але зате більш простим описомом на основі  окремих її параметрів (числових характеристик). Найбільш часто застосовуються математичне сподівання, дисперсія і коефіцієнт кореляції. Формули для оцінки цих числових характеристик можна знайти в посібниках [3-5].
Корельована послідовність випадкових чисел 
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 утворюється з незалежної послідовності {x1,x2,…,xN}  за допомогою такого рекурентного співвідношення
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де 
[image: image721.wmf]i
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– і-те значення корельованої послідовності; 
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x

 - і-те значення незалежних випадкових величин; 
[image: image723.wmf]ij

r

 - заданий коефіцієнт кореля-ції.
Завдання  лабораторної роботи

У ході виконання лабораторної роботи необхідно здійснити моделювання реалізацій гауссівського випадкового процесу при різних значеннях параметрів нормальгого розподілув (математичного сподівання, дисперсії та коефіцієнта кореляції). Виконати статистичний аналіз отриманих реалізацій. 

Порядок виконання роботи
1. Ввімкнути ЕОМ, потім дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 12. 

3. Здійснити моделювання  нормального випадкового процесу, декілька разів, змінюючи вихідні значення математичного сподівання (в межах від -4 до+4) і дисперсії (в межах від 0.1 до 5). Спостерігати зміну характеру реалізацій виподкових процесів, що моделюються.. Вибрати одну двійку значень математичного сподівання і дисперсії для подальшої роботи.
[image: image724.wmf]
4. Виконати ще раз моделювання нормального випадкового процесу для обраної двійки значень параметрів, зобразити графічно  приблизний вид отриманної реалізації.

5. Визначити і записати оцінки математичного сподівання і дисперсії та порівняти їх з вихідними значеннями (вибранимим за п.4).

6. Обчислити і побудувати гістограму. Кількість стовпчиків задавати рівним 10. 

7. Знайти оцінку автокореляційної функції і побудувати її графік. Кількість розрахункових точок задавати рівним 7 - 10.

8. Задати коефіцієнт кореляції ( у межах від 0.7 до 0. 9) та виконати моделювання нормального випадкового процесу з обраними раніше значеннями математичного сподівання і дисперсії.. Звернути увагу на зміну характеру реалізації випадкового процесу , що моделюється. Зобразити графічно її приблизний вид.

9. Для змодельованої в п. 8 реалізації процесу виконати дослідження, аналогічні пп. 5 - 7.
Контрольні запитання і завдання
1. Чим пояснюється широке застосування нормального (гаусового) закону розподілуприописі випадкових явищ і процесів в природі і техніці?

2. Які параметри визначають ЩРІ  нормального випадкового процесу?

3. Як можна одержати випадкові величини, розподілені за даним законом розподілу, із випадкових величин, розподілених за рівномірним законом?

4. Що таке коефіцієнт кореляції?

5. Що характеризує автокореляційна  функція?

6. Як обчислюються оцінки моментних функцій випадкових процесів?

Лабораторна робота 13

ПРОХОДЖЕННЯ ВИПАДКОВИХ СИГНАЛІВ ЧЕРЕЗ НЕЛІНІЙНІ БЕЗІНЕРЦІЙНІ КОЛА
Мета роботи. Ознайомлення з методами моделювання випадкових процесів на виході типових нелінійних безінерційних радіотехнічних пристроїв. Ознайомлення з методами вибору теоретичних законів, що апроксимують статистичні розподіли. Ознайомлення з методом оцінки степені відповідності (критерію згоди) теоретичних законів розподілу випадкових величин статистичним законам.
Основні теоретичні відомості
Багато радіотехнічних задач зводяться до вивчення результатів впливу сигналів на пристрої або системи тієї чи іншої степені складності. Такі задачі носять назву задач аналізу.

Для їх розв’язання, тобто обчислення характеристик реакції y(t) системи  (див. рис. 13.1),  потрібно знати характеристики вхідного сигналу (або впливу) x(t) і оператор Gt(·), який описує зв’язки між сигналами x(t) і y(t). У загальному випадку оператор Gt(·) залежить від часу t, як від параметра.
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Рис. 13.1. Нелінійна система
У даній лабораторній роботі розглядаються лише безінерційні стаціонарні нелінійні системи. Для таких систем зв’язок між вхідним x(t) і вихідним сигналами  y(t) аналітично записується у вигляді такого співвідношення: 
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 - нелінійний оператор.
Прикладом такої системи може бути звичайний квадратор, для якого співвідношення буде мати вигляд: 
[image: image728.wmf].
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Зазначимо, що при фіксованому t співвідношення зводиться до звичайного функціонального перетворення.
Для випадкових процесів задача аналізу зводиться до знаходження розподілу або моментних функцій процесу 
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 на виході системи, де 
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 - вхідний процес. Таку задачу можна розв’язати і аналітичним, і експериментальним способами. У лабораторній роботі розглядається останній. Він полягає у виборі теоретичного розподілу, який найкращим чином ( у певному розумінні) описує (апроксимує) реальний розподіл процесу 
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 нелінійної безінерційної системи.
Реалізація 
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 задається масивом відліків 
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 піддається деякому нелінійному перетворенню 
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 - відліки реалізації 
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де 
[image: image747.wmf](
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 - функціональне перетворення, яке вибирається відповідно до меню в ході виконання лабораторної роботи.

Для того, щоб визначити закон розподілу випадкового процесу η(t), якому, згідно з (13.1), відповідає масив 
[image: image748.wmf](
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, в роботі необхідно обчислити і вивести на екран ЕОМ гістограму, вважаючи заданим число її інтервалів розбивки n = 24. Далі вибирається теоретичний закон розподілу, що найкраще апроксимує гістограму (статистичну оцінку щільності розподілу ймовірностей). Відзначимо, що існують три методи вибору теоретичного закону, які практично використовуються:

· на підставі апріорних даних, які дозволяють задати закон розподілу до проведення експерименту;

· за формою гістограми. Конкретний вид гістограми може послужити підставою  прийняття гіпотези про те, що дана сукупність експериментальних значень відповідає випадковій величині, закон розподілу ймовірностей якої може бути апроксимовано одним із законів, наприклад, нормальним, релєївським, показниковим або деякими іншими;

· метод, заснований на апроксимації статистичних законів розподілу тaк званими кривими Пірсона.

У даній роботі студенти повинні  за формою гістограми вибрати одну з двох гіпотез: 
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 - статистичний закон розподілу  відповідає релєївському 
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	(13.2)


або 
[image: image752.wmf]2
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 - показниковому (експоненційному) закону розподілу
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Для вибору теоретичного закону розподілу при апроксимації гістограми може бути корисним така властивість розподілів (13.2) і (5.3): 
[image: image755.wmf],
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 де ν1 – оцінка математичного сподівання випадкової величини; μ2 – оцінка дисперсії. Для випадкових величин, що підпорядковуються релєївському закону, це відношення дорівнює с=3,64, а для випадкових величин із показниковим законом розподілу 
[image: image756.wmf]1
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c

.

На основі критерію згоди Пірсона визначається міра розбіжності (величина 
[image: image757.wmf]2

c

 - "хі-квадрат") між теоретичним і статистичним законами розподілу, яка в визначається за формулою
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де 
[image: image759.wmf]N

 - обсяг вибірки (розмірність масиву 
[image: image760.wmf]X

); 
[image: image761.wmf]*
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 ( або 
[image: image762.wmf]i

p

) - статистичні (теоретичні) частоти інтервалів, 
[image: image763.wmf]n

 - число інтервалів гістограми з ненульовими частотами (
[image: image764.wmf]N

n

<

).

Міра розбіжності 
[image: image765.wmf]2

c

 є випадковою величиною і має ту властивість, що її розподіл пpи 
[image: image766.wmf]¥
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 залежить лише від так званого числа степенів свободи r, яке визначається за формулою

	
[image: image767.wmf](
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де 
[image: image768.wmf]k

 - кількість параметрів теоретичного закону розподілу.

Оскільки релєївський і показниковий закони розподілу є однопараметричними (залежать від одного параметра 
[image: image769.wmf]s

), то для них 
[image: image770.wmf]2
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.
Після побудови гістограми і визначення r необхідно вибрати достатньо малу ймовірність 
[image: image771.wmf]b

, яка називається рівнем значущості, і за довідниковими таблицями визначити граничне значення 
[image: image772.wmf]2

ð

ã

c

. Для β=0,01 значення 
[image: image773.wmf]2
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 наведені в таблиці 13.1.

Якщо  розраховане за формулою  (13.4)  значення 
[image: image774.wmf]2

c

  виявиться
менше 
[image: image775.wmf]2
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ã

c

, то гіпотеза про відповідність статистичного закону розподілу теоретичному вважається  несуперечною. У  протилежному випадку, коли розрахункове значення критерію більше граничного, цю гіпотезу необхідно відкинути.

Таблиця 13.1

	r
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
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	11,3
	13,3
	15,1
	16,8
	18,5
	20,1
	21,7
	23,2
	24,7
	26,2

	r
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
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	27,7
	29,1
	30,6
	32,0
	33,4
	34,8
	36,2
	37,6
	38,9
	40,3


Завдання лабораторної роботи

У лабораторній роботі будуються гістограми таких випадкових процесів: первинного (до перетворення) нормального процесу з дисперсією 
[image: image778.wmf]1
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 і математичним сподіванням 
[image: image779.wmf]5
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m

; процесу, обмеженого знизу (нелінійне перетворення показано  на  рис.13.2,а); процесу, обмеженого зверху (рис.13.2,б); процесу, одержаного у результаті квадратичного перетворення (рис. 13.2,в); процесу, що відповідає перетворенню за модулем (рис.13.2,г).
Для гістограм випадкових процесів, отриманих у результаті нелінійних перетворень відповідно до рис. 13.2,а, 13.2,б, 13.2,в, 13.2,г, виконується апроксимація отриманих гістограм теоретичними законами розподілу (релєївським і показниковий), обчислюється значення 
[image: image780.wmf]2

c

 і виноситься рішення про відповідність статистичного закону розподілу теоретичному.
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Рис.13.2. Види нелінійних перетворень  випадкового процесу
Порядок виконання роботи
1. Включити ЕОМ, дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 13.

3. Одержати у викладача значення обсягу вибірки 
[image: image785.wmf]N

.

4. Отримати масив 
[image: image786.wmf](
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 відліків реалізації 
[image: image787.wmf](
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 вхідного нормального процесу 
[image: image788.wmf](
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 і побудувати гістограму.
5. Виконати над масивом 
[image: image789.wmf](
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 нелінійне перетворення типу обмеження знизу (рис.13.2,а), отримати масив 
[image: image790.wmf](
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 та побудувати гістограму.
6. На основі отриманої в п. 5 гістограми виконати розрахунок значень    критерію 
[image: image791.wmf]2

c

 для теоретичних розподілів Релєя і показникового та обрати закон, для якого критерій 
[image: image792.wmf]2

c

 є мінімальним.

7. На основі табл. 13.1 згідно з отриманими в п. 6 мінімальним значенням критерію 
[image: image793.wmf]2

c

 винести рішення про відповідність статистичного закону розподілу обраному теоретичному.
8. Виконати над масивом 
[image: image794.wmf](
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 нелінійні перетворення типу обмеженого зверху (рис.13.2,б), квадратичного перетворення (рис. 13.2,в) та перетворенню за модулем (рис.13.2,г). Для отриманих у результаті перетворень масивів 
[image: image795.wmf](
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 побудувати гістограму та виконати розрахунки, аналогічні пп. 6, 7.

Контрольні запитання і завдання
1. Наведіть класифікацію елементів радіотехнічних пристроїв.

2. Назвіть відомі Вам методи вибору теоретичних законів розподілу, що згладжують статистичні розподіли.

3. Що таке критерій згоди?

4. Запишіть формулу для визначення міри розбіжності за критерієм згоди Пірсона.

5. Що таке число степенів вільності для розподілу
[image: image796.wmf]2

c

  і як воно визначається.
Лабораторна   рoбота  14
ДОСЛІДЖЕННЯ ПАРАМЕТРИЧНИХ АЛГОРИТМІВ ВИЯВЛЕННЯ СИГНАЛІВ

Мета   роботи.  Ознайомлення з основними алгоритмами виявлення сигналів. Вивчення особливостей виявлення сигналів з нормальним розподілом на фоні нормального шуму методом накопичення відліків обвідної випадкового процесу. Вивчення особливостей виявлення сигналів з нормальним розподілом на фоні нормального шуму методом накопичення квадратів відліків обвідної. Набуття практичних навичок оцінки ефективності алгоритмів виявлення сигналів на ЕОМ.

Основні теоретичні відомості
Одним із найважливіших практичних застосувань ймовірнісних основ обробки сигналів в електроніці є розробка різноманітних алгоритмів виявлення корисних сигналів на фоні завад і оцінка ефективності їхньої роботи.

Задача виявлення сигналів може бути сфрмульована так. Нехай спостерігається коливання x(t), t([0, T], яке є реалізацією випадкового процесу ((t) і про яке відомо, що воно може  представляти собою або суму реалізацій корисного сигналу s(t) i завади n(t), або лише одну заваду n(t). Математична модель такого коливання запишеться у вигляді

x(t)=(s(t)+n(t),  0(t(T,

де [0, T] – інтервал спостереження коливання x(t); 
[image: image797.wmf]Q

 - випадкова величина, яка може набувати двох значень: 
[image: image798.wmf]1
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 з імовірністю 
[image: image799.wmf]p

 (сигнал присутній) і 
[image: image800.wmf]0
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 з імовірністю 
[image: image801.wmf]p
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 (сигнал відсутній).

Необхідно по одержаній конкретній реалізації x(t), t([0, T], з урахуванням апріорних відомостей (наприклад, ймовірності р та розподілів випадкового сигналу та завади), оптимальним у певному розумінні способом прийняття рішення про наявність чи відсутність у ній сигналу s(t)  на фоні завади n(t). В результаті вирішення ціє їзадачі повинна бути одержана структурна схема оптимального пристрою виявлення сигналу і значення його основноих характеристик: імовірності правильного і помилкового прийняття рішення. Справа в тому, що і сигнал s(t), і завада   n(t) є реалазаціями випадкових процесів і тому задача виявлення практично не може бути вирішена безпомилково. У загальному випадку при виявленні сигналу на фоні завад можливі чотири ситуації:

· сигнал s(t) міститься у прийнятому коливанні x(t) і приймається рішення про наявність сигналу;

· сигнал s(t) не міститься у прийнятому коливанні і приймається рішення про відсутність сигналу;

· сигнал s(t) міститься у прийнятому коливанні x(t), але робиться висновок, що сигнал відсутній;

· сигнал s(t) не міститься у прийнятому коливанні x(t), але робиться висновок про його наявність у коливанні x(t).

Перші два рішення є вірними, а наступні два – помилковими. Перше помилкове рішення носить назву помилки першого роду (або пропуску сигналу). Друге помилкове рішення називається помилкою другого роду (або помилковою тривогою). Звичайно необхідно прагнути, щоб імовірність правильного рішення була набагато більшою імовірності помилкового.

Ефективність роботи алгоритмів виявлення оцінюється низкою характеристик, до числа яких відносять залежності ймовірностей помилкової тривоги 

 і пропуску сигналу 

 від вихідних даних задачі. Залежність ймовірності вірного виявлення (1-() розраховується як функція відношення  сигнал/завада 
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 де 
[image: image804.wmf]2
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 - потужність (дисперсія) сигналу , а  
[image: image805.wmf]2
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 -  потужність (дисперсія)  завади при відсутності сигналу і фіксованих інших параметрах. 

Найважливішою характеристикою алгоритму виявлення є його ефективність, яка залежить від порогу прийняття рішення.

Пороговим відношенням називається те мінімальне відношення сигнал/завада за потужністю b=
[image: image806.wmf]2

2

n

s

s

s

, яке при фіксованому обсязі вибірки k і заданій ймовірності помилкової тривоги 
[image: image807.wmf]b

 забезпечує необхідне значення ймовірності вірного виявлення 
[image: image808.wmf]a
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, де 
[image: image809.wmf]a

 - ймовірність пропуску сигналу.

Значення 
[image: image810.wmf]b
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 і k визначаються характером задач обробки сигналів, зокрема, у задачах радіолокаційного виявлення звичайно прагнуть забезпечити 
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 і більше.

Розглянемо алгоритм виявлення з накопиченням відліків обвідної випадкового процесу на прикладі задач виявлення сигналу з ноpмальним розподілом на фоні нормального некорельованого шуму. Структурна схема пристрою виявлення показана на рис.6.1.
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 Рис. 14.1. Структурна схема пристрою виявлення за відліками обвідної процесу
На вхід детектора обвідої при відсутності корисного сигналу 
[image: image814.wmf](
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 надходить вузькосмужний випадковий процес, що являє собою нормальний (гаусівський) шум із нульовим математичним сподіванням і дисперсією 
[image: image815.wmf]2
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. 

При наявності на вході детектора випадкового гаусівського корисного сигналу 
[image: image816.wmf](
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 із нульовим математичним сподіванням і дисперсією 
[image: image817.wmf]2
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 щільність розподілу адитивної суміші сигналу і шуму також має нормальний розподіл з нульовим математичним сподіванням та  дисперсією 
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Реалізація обвідної 
[image: image819.wmf](
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 випадкового процесу надходить на дискретизатор у часі, на виході якого формуються дискретні відліки 
[image: image820.wmf]i

y

, значення яких дорівнюють миттєвим значенням обвідної у моменти стробування. Моменти взяття відліків  обвідної визначаються частотою дискретизації 
[image: image821.wmf]q
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. Отримані відліки надходять на накопичувач, що здійснює підсумовування k поточних відліків. Вихідна напруга  z накопичувача у цьому випадку дорівнює


[image: image822.wmf]å

=

=

k

i

i

y

z

1

.                                                 (14.1)

Накопичена на осонові вибірки обсягом k сума (14.1) називається перевірочною статистикою. Величина цієї суми порівнюється з порогом прийняття рішення 
[image: image823.wmf]p

V

. Якщо в результаті порівняння значення суми виявиться більшим 
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, то приймається рішення про наявність сигналу 
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, у протилежному випадку - альтернативне рішення 
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, тобто вид рішення залежить від виконання умови
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Структурна схема пристрою виявлення, що реалізує алгоритм із накопиченням квадратів відліків обвідної випадкового процесу, відповідає схемі рис.14.1, за винятком того, що накопичувач обчислює значення статистики  z  не за формулою (14.1), а за формулою 
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. Аналогічно розглянутій вище схемі (див. формулу (6.2)) при виконанні умови 
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приймається рішення про наявність сигналу 
[image: image830.wmf](
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. У протилежному випадку, коли умова (14.3) не виконується, приймається рішення, що сигнал відсутній 
[image: image831.wmf](
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Завдання лабораторної роботи

У лабораторній роботі пропонується дослідити ефективність роботи двох алгоритмів виявлення випадкового сигналу з нормальним розподілом на фоні нормального шуму, що включають обробку прийнятого коливаня шляхом накопичення відліків його обвідної та квадратів відліків обвідної.

Порядок виконання роботи

1. Ввімкнути ЕОМ, дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 14.

3. Дослідити алгоритм виявлення з накопиченням відліків обвідної ноpмального випадкового процесу. Для цього необхідно:

3.1. Після відображення інформаційної заставки ввести параметри:

       k - обсяг накопичення вибірки (початкове значення 1);

       DSP - дисперсія шуму (задати в межах 1 – 1,5);

       ( - імовірність помилкової тривоги (задати в межах 0,0 5- 0,1);

      
[image: image832.wmf]b

D

 – значення інтервалу, на який збільшується відношення сигнал/шум при побудові характеристик виявлення (початкове значення 1).

   3.2. На питання, чи відомий вам поріг прийняття рішення 

, введіть число 1, якщо значення його відоме і може бути введене у ЕОМ, або введіть число 0, якщо поріг прийняття рішення вам невідомий і ви хочете його підібрати експерементальним шляхом.

   3.3.У випадку введення числа 0  підберіть значення порога 
[image: image833.wmf]p
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, при якому розрахункова імовірність ( досить мало ( менше 10% ) відрізняється від заданої на початку ймовірністі помилкової тривоги, значення якої розміщено в графі "Параметри ". Добір здійснюється шляхом повторного введення числа 0 за запитом ЕОМ доти, поки не буде отримане необхідне значення (, що відповідає заданому. Далі введіть число 1, після чого введіть знайдене значення порога 
[image: image834.wmf]p
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 у  список вихідних даних.

   3.4. Розрахувати характеристику виявлення 
[image: image835.wmf](
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. При розрахунках кожної наступної точки  характеристики значення 
[image: image836.wmf]b

 збільшується на величину 
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. Зобразити графічно характеристику виявлення 
[image: image838.wmf](
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   3.5. Повторити пункти 4.1 - 4. 5 при обсязі накопичення 
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 і тих же вихідних даних: 
[image: image840.wmf]DSP

, 
[image: image841.wmf]b

, 
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. Поріг прийняття рішення 

 необхідно визначити наново у відповідності з заданим значенням 
[image: image843.wmf]b

 і ввести аналогічно.

5. Дослідити алгоритм виявлення з накопиченням квадратів відліків обвідної ноpмального випадкового процесу. Порядок роботи відповідає пунктам 3.1 - 3.5.

Контрольні запитання і завдання
1.  Поясніть терміни «алгоритм виявлення» і «перевірочна статистика».

2.  Назвіть основні характеристики алгоритмів виявлення сигналів.

3.  Що таке порогове відношення? 

4. Запишіть вираз для щільності розподілу  ймовірностей ноpмального    шуму і поясніть значення параметрів розподілу.

5.  Запишіть вираз для щільності розподілу ймовірностей обвідної     суміші  ноpмального сигналу і ноpмальної завади.  

6.  Яка модель сигналу і завади використана в лабораторній роботі для    дослідження алгоритмів виявлення?

7.  Які алгоритми виявлення розглядаються в даній роботі? Наведіть їх стислу характеристику.

8. Чи залежить, при фіксованному відношенні сигнал/завада, значення    ймовірності вірного виявлення від обсягу вибірки?

9. Запишіть вирази для розрахунку математичного сподівання і дисперсії    перевірочної статистики.

10. Зобразіть функціональну схему досліджуваного в роботі пристрою  виявленн.
Лабораторна робота 15
ДОСЛІДЖЕННЯ ВУЗЬКОСМУЖНОГО ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ

Мета роботи. Моделювання послідовностей відліків обвідної ноpмального вузькосмужного випадкового процесу. Моделювання послідовностей відліків обвідної суміші нормального вузько-смужного випадкового і гармонійного пpоцесів.  Моделювання по-слідовностей відліків обвідної суміші нормального вузькосмужного випадкового і хаотичного імпульсного процесів. Побудова гістограм обвідної нормального вузькосмужного процесу і його суміші з гармонійним і імпульсним пpоцесами. Відпрацювання навичок статистичної обробки даних на ПЕОМ.

Основні теоретичні відомості
Слабо стаціонарний випадковий процес називається вузькосмужним, якщо його спектральна щільність потужності зосереджена в околі деякої частоти fо у відносно вузькій смузі частот 
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EMBED Equation.DSMT4, причому 
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Формально вузькосмужний випадковий процес можна записати у вигляді такого виразу:
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EMBED Equation.DSMT4,
	(15.1)


де
[image: image847.wmf](
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EMBED Equation.DSMT4 і 
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EMBED Equation.DSMT4 - випадкові функції, що носять назви відповідно обвідної та фази вузькосмужного процесу. Використовуючи відомі тригонометричні співвідношення, (4.2) можна подати у вигляді такої суми:
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EMBED Equation.DSMT4
	(15.3)


де 
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 -  квадратурна компоненти вузькосмужного сигналу ζ(t).
Процеси 
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EMBED Equation.DSMT4 можуть бути виражені через 
[image: image854.wmf](
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 такими формулами:
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	(15.5)


Якщо вузькосмужний процес ζ(t) (15.1) має нормальний розподіл, то його обвідна 
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 підпорядкована релєївському розподілу зі ЩРЙ (див. рис. 4.1):
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EMBED Equation.DSMT4.
	(15.6)
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Рис.15.1. Розподіл Релєя

Для цього розподілу математичне сподівання 
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EMBED Equation.DSMT4- середньоквадратичне відхилення нормального вузькосмужного випадкового процесу 
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.Розподіл фази 
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EMBED Equation.DSMT4 вузькосмужного нормального випадкового процесу підпорядковується рівномірному закону розподілу на інтервалі 
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Обвідна випадкового процесу 
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 гармонічний сигнал, 
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 – вузькосмужний стаціонарний нормальний процес, описується розподілом Райса:
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EMBED Equation.DSMT4,
	 (15.7)


де 
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 дисперсія шуму, 
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 - функція Бесселя першого роду нульового порядку.

Зауважимо, що процеси 
[image: image873.wmf](
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 в співвідношенні (15.2) є ортогональними, а отже, і статистично незалежними коли процес 
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 (15.2) має нормальний розподіл з нульовим математичним сподіванням. У цьому ви падку моделювання обвідної виконується за наступною схемою: формуються два незалежних відліки 
[image: image876.wmf]1

z

 і 
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 випадкового процесу 
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, а відповідний відлік 
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 обвідної 
[image: image880.wmf](

)

t

A

 обчислюється за формулою
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Для вузькосмужного процесу 
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, що представляє собою адитивну суміш стаціонарного вузькосмужного гауссівського процесу 
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 (15.2) і гармонічного сигналу з амплітудою 
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 відліки обвідної обчислюються за формулою
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Якщо в правій частині останньої формули замість константи 
[image: image886.wmf]U

 ввести випадкову величину 
[image: image887.wmf]g

, яка може набувати двох значень: 
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 з ймовірністю 
[image: image889.wmf]p

 і 
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 з ймовірністю 
[image: image891.wmf]p
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, то одержимо алгоритм формування відліків обвідної суміші нормального і, так званого, хаотичного імпульсного процесу (ХІП).

У даному випадку за фізичним змістом ХІП – це випадкова послідовність відрізків гармонічного сигналу, амплітуда якого дорівнює 
[image: image892.wmf]U

.

Завдання лабораторної роботи

Змоделювати та дослідити статистичні характеристики обвідної та початкової фази нормального стаціонарного вузькосмужного процесу та аддитівновної суміші нормального стаціонарного вузькосмужного процесу і гармонічного сигналу. Змоделювати та дослідити статистичні характеристики суміші нормального стаціонарного вузькосмужного процесу й хаотичної імпульсної послідовності.
Порядок виконання роботи
1. Ввімкнути ЕОМ, дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 15.

3. Виконати моделювання нормального стаціонарного вузькосмужного процесу з нульовим матсподіванням то СКВ 
[image: image893.wmf]0.5

s=

. Побудувати гістограми обвідної та початкової фази. Знайти оцінки матиматичних сподівань та дісперсій.

4. Повторити дослідження за п. 3  при значенні СКВ 
[image: image894.wmf]2.0

s=

.

5. Виконати моделювання аддитівновної суміші нормального стаціонарного вузькосмужного процесу і гармонічного сигналу з нульовим матсподіванням то СКВ 
[image: image895.wmf]1.0

s=

. Амплитуда гармонічного сигналу 1В.Побудувати гістограми обвідної та початкової фази. Знайти оцінки матиматичних сподівань та дісперсій.

6. Повторити дослідження за п. 5  при значенні амплитуди гармонічного сигналу 2В та 3В.

7. Виконати моделювання суміші нормального стаціонарного вузькосмужного процесу з нульовим матсподіванням то СКВ 
[image: image896.wmf]0.5
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 й хаотичної імпульсної послідовності з амплітудою 3В та ймовірностю 
[image: image897.wmf]0.05
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 . Побудувати гістограми обвідної та початкової фази. Знайти оцінки матиматичних сподівань та дісперсій.

8. Повторити дослідження за п. 7 при ймовірностях 
[image: image898.wmf]0.5
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 і 
[image: image899.wmf]1.0
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Контрольні запитання і завдання 
1. Наведіть систему співвідношень, що описують спряжені процеси для вузькосмужного випадкового сигналу.

2. Яким співвідношенням визначається обвідна стаціонарного нормального випадкового процес? 

3. Запишіть аналітичні вирази для перетворення системи двох рівномірно розподілених величин у нормально розподілену величину.

4. Як моделюються випадкові величини, що підпорядковуються закону Райса?

5. Який процес називається хаотичним імпульсним, як формуються відліки обвідної суміші нормального і , хаотичного імпульсного процесу?

6. Зобразити графічно щільності розподілу імовірностей обвідної нормального процесу, адитивної суміші нормального і гармонійного процесів, а також адитивної суміші нормального і хаотичного імпульсного процесів

7. .Як зміниться форма гістограми обвідної адитивної суміші, нормального і гармонійного процесів із зростанням амплітуди гармонійного коливання?
Лабораторна   рoбота  № 16
ДОСЛІДЖЕННЯ УЗГОДЖЕНОГО ФІЛЬТРУ
Мета   роботи. Ознайомлення з алгоритмом лінійної оптимальної фільтрації за критерієм максимуму відношення сигнал-шум. Ознайомлення з методикою визначення імпульсної характеристики узгодженого фільтра. Ознайомлення з методикою визначення частотної характеристики узгодженого фільтра. Набуття практичних навичок оцінки ефективності алгоритмів фільтрації сигналів на ЕОМ.

Основні теоретичні відомості
Якщо лінійний фільтр у відповідності з заданим критерієм обробляє адитивну суміш сигналу і шуму найкращим способом, то такий лінійний фільтр називається оптимальним. У цьому підрозділі розглянемо оптимальну лінійну фільтрації сигналів відомої форми. Така ситуація характерна для радіолокації, де прийнятий сигнал є точною масштабною копією переданого сигналу.

Нехай на вході лінійного стаціонарного фільтра з імпульсною характеристикою 

 діє сума корисного сигналу 

 і шуму. На виході лінійного фільтра корисний сигнал створює відгук
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Спробуємо знайти таку імпульсну характеристику 

, щоб величина 
[image: image901.wmf](
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, що визначається значенням відгуку фільтра у точці 

, досягала максимально можливого значення. Фільтр з такою імпульсною характеристикою називається узгодженим із даним вхідним сигналом або коротко узгодженим фільтром.

Отже, необхідно знайти таку імпульсну характеристику 

, щоб відгук на виході фільтра у момент 
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                          (16.1)

досягав максимально можливого значення по модулю. Застосуємо до правої частини виразу (16.1) відому нерівність Шварца-Буняковського в інтегральній формі:




Одержимо:



      (16.2)

Знак рівності у (16.2) досягається у тім випадку, коли підінтегральні функції пропорційні одна одній, тобто



                                 (16.3)

де 

- довільний числовий коефіцієнт. Тоді, використовуючи в співвідношенні (16.3) заміну змінної 

, знаходимо, що модуль правої частини (16.1) досягає максимуму при
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Отже, імпульсна характеристика узгодженого фільтра являє собою масштабну копію вхідного сигналу, розташованого дзеркальним порядком на осі часу(рис. 16.1).
[image: image904.png]



Рис. 16.1. Імпульсна характеристика фільтра 
Як видно з рис. 16.1, для того, щоб імпульсна характеристика 

 задовольняла умові фізичної реалізованості, тобто 

=0 при t<0, необхідно, щоб виконувалась нерівність 


Застосовуючи перетворення Фурьє до правої частини співвідношення (16.3), знаходимо частотний коефіцієнт передачі узгодженого фільтра 
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      (16.4)

де 

 - спектральна щільність, комплексно-спряжена спектральній щільності 

 вхідного сигналу 

.

Знайдемо відношення сигнал-шум на виході фільтра, яке визначається як відношення пікового значення потужності вихідного сигналу у момент 
[image: image906.wmf]0
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 до середньої потужності вихідного шуму:
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Будемо вважати, що шум n(t) зображає собою стаціонарний білий гауссівський шум з рівномірним спектром потужності рівня N0 на всій числовій осі. У цьому випадку відношення сигнал-шум на виході фільтру
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де 

 – енергія корисного сигналу 


Порядок виконання роботи

1. Ввімкнути ЕОМ, дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 16.

3. Дослідити алгоритм узгодженой фільтрації. Для цього необхідно:

3.1. Після відображення інформаційної заставки ввести параметри:

 N - обсяг  вибірки;
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  - дисперсія шуму (задати в межах 1 – 1,5).

3.2  Ввести ідентифікатор форми оброблюваного сигналу 

 з числа запропонованих програмою.
3.3.
Розрахувати сигнал на виході фільтра і побудувати графік його залежності від часу.

3.4. Розрахувати співвідношення сигнал / шум на вході і виході фільтра.
4.
Повторити пункти 3.2 - 3. 4 для іншої форми сигналу.
Контрольні запитання і завдання
1. Що таке виграш лінійного фільтра по відношенню сигнал-шум?

2. Яким повинно бути значення виграшу фільтра по відношенню сигнал-шум, щоб збільшити відносну частку корисного сигналу у вихідному коливанні?

3. Опишіть фізичну суть узгодженої фільтрації.

4. Що є критерієм оптимальності узгодженого фільтра?

5. Запишіть вираз для визначення імпульсної характеристики узгодженого фільтра.

6. Які умови фізичної реалізовності узгодженого фільтра?

7. Як визначається частотний коефіцієнт передачі узгодженого фільтра?

8. Які особливості АЧХ і ФЧХ узгодженого фільтра?

9. 
Чому дорівнює максимальний рівень сигнала на виході узгодженого фільтра?

10. 
Як визначається відношення сигнал-шум на виході узгодженого фільтра?

11. 
Наведіть приклад узгодженого фільтра.

12. 
Який фільтр називається квазіоптимальним?

13. 
Які апріорні відомості про коливання, що приймається, необхідно знати для побудови узгодженого фільтра?

14. 
Запишіть інтегральне рівняння для визначення імпульсної характеристики оптимального лінійного фільтра.

Лабораторна   рoбота  17
ДОСЛІДЖЕННЯ ЛІНІЙНОГО ФІЛЬТРУ ЗА КРИТЕРІЄМ МІНІМУМУ СЕРЕДНЬОГО КВАДРАТУ ПОХИБКИ 

Мета   роботи. Ознайомлення з алгоритмом лінійної оптимальної фільтрації за мінімуму середнього квадрату похибки. Ознайомлення з методикою визначення імпульсної характеристики лінійного оптимального фільтра. Ознайомлення з методикою визначення частотної характеристики лінійного оптимального фільтра. Набуття практичних навичок оцінки ефективності алгоритмів фільтрації сигналів на ЕОМ.

Основні теоретичні відомості
Велика кількість задач оптимального прийому пов'язана з витяганням корисного сигналу, який являє собою певний випадковий процес, вигляд реалізації якого заздалегідь не відомий. Такі задачі характерні для радіозв'язку, телебачення. Розглянемо вирішення вказаної проблеми для стаціонарних сигналів.

Для усунення шкідливого впливу шуму на корисний сигнал можна застосувати частотно-вибірний лінійний стаціонарний фільтр. Дійсно, нехай сигнал має вузькосмужний енергетичний спектр, який зосереджений у районі центральної частоти 

, а спектральна щільність потужності шуму займає більш широку смугу частот. Тоді фільтр, модуль 

 частотного коефіцієнту передачі якого великий і рівномірний у області зосередження енергетичного спектру сигналу і малий на інших частотах, буде помітно збільшувати відносну частку сигналу у результуючому коливанні на виході такого фільтра.

Будемо як і раніше вважати, що на вході фільтра діє адитивна суміш 

 корисного сигналу 

 і шуму 

:



=

+

.

Окрім цього, нехай сигнал 

 і шум 

зображають собою некоррельовані і стаціонарні у широкому розумінні процеси, у яких математичні сподівання дорівнюють нулеві.

Нехай на інтервалі часу 

 прийнята реалізація 

 адитивної суміші корисного сигналу 

 і завади 

, які являють собою центровані стаціонарні у широкому розумінні випадкові процеси. Припустимо, що відомі кореляційні функції 

 і 

 сигналу і завади відповідно. Прийняте коливання 

 подається на вхід лінійного стаціонарного фільтра  з імпульсною характеристикою 

. На виході одержимо відгук 

,  який будемо називати оцінкою випадкового сигналу 

 по реалізації 

, що спостерігається.

Якщо розглядати оцінку 

 як функціонал від 

 при 

, то ми маємо задачу фільтрації сигналу, при 

 маємо задачу інтерполяції і нарешті при 

 - задачу екстраполяції чи прогнозування сигналу.

Коливання 

 подається на вхід лінійного фільтра, тому за оцінку 

 сигналу 

приймається функціонал



Необхідно серед усіх можливих лінійних фільтрів знайти такий, щоб середній квадрат похибки оцінювання був мінімальний, тобто






     (17.1)

де 

- похибка оцінювання.

Оскільки за припущенням процеси 

 і 

 центровані, то середній квадрат похибки збігається з її дисперсією. На цій підставі критерій (17.1) називають ще критерієм мінімуму дисперсії похибки. Розглянемо розв'язання вказаної задачі з припущенням, що сигнал 

 і завада 

 некорельовані.

Можна показати, що мінімальна дисперсія похибки оптимального лінійного фільтра при 

 дорівнює 


,
де 
[image: image910.wmf](
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 – імпульсна характеристика оптимального фільтру.

Отже, мінімальна дисперсія похибки дорівнює різниці дисперсій сигналу, що оцінюється, і самої оцінки. Коефіцієнт передачі оптимального лінійного фільтра. За допомогою перетворення Фурье знайдемо коефіцієнт передачі оптимального лінійного фільтру
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де 

 і 

- спектральні щільності потужності сигналу і завади відповідно; 

 - частотний коефіцієнт передачі оптимального фільтра. Через те, що права частина формули містить дійсні величини, 

 зображає амплітудно-частотну характеристику оптимального фільтра. Фазова характеристика при цьому тотожно дорівнює нулю.

Оптимальний лінійний фільтр будується виходячи з некорельованості процесу спостереження  і похибки оцінювання.Але тільки для гауссівських процесів поняття некорельованості та стохастичної незалежності збігаються. Через те, що кореляція характеризує міру лінійної залежності, лінійна фільтрація є оптимальною процедурою лише для гауссівських процесів. Для негауссівських процесів некорельованість не значить, що стохастична залежність відсутня, тобто мають місце зв'язки більш високого порядку, ніж лінійні. Цю додаткову інформацію можна врахувати при нелінійній обробці. Внаслідок цього для негауссівських процесів оптимальними у загальному випадку будуть нелінійні фільтри.
Порядок виконання роботи

1. Ввімкнути ЕОМ, дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 17.

3. Дослідити алгоритм лінійної оптимальної фільтрації за мінімуму середнього квадрату похибки. Для цього необхідно:

3.1. Після відображення інформаційної заставки ввести параметри:

       N - обсяг  вибірки;

       
[image: image912.wmf]2
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  - дисперсія шуму (задати в межах 1–1,5).

 3.2  Ввести ідентифікатор форми спектру оброблюваного сигналу 
[image: image913.wmf](
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 з числа запропонованих програмою.
 3.3.
Розрахувати сигнал на виході фільтра і побудувати графік його залежності від часу.

 3.4. Розрахувати співвідношення сигнал / шум на вході і виході фільтра.
4.
Повторити пункти 3.2 - 3. 4 для іншої форми спектру сигналу.

Контрольні запитання і завдання
1. Сформулюйте середньоквадратичний критерій оптимальної лінійної фільтрації.

2. Якими апріорними відомостями про коливання, що приймається, необхідно володіти для реалізації оптимального лінійного фільтра за середньоквадратичним критерієм?

3. Запишіть інтегральне рівняння для визначення імпульсної характеристики оптимального лінійного фільтра.

4. Чому дорівнює взаємна кореляційна функція між процесами, які відповідають коливанню, що приймається, і похибці оцінювання для оптимального фільтра?

5. Запишіть вираз для частотного коефіцієнта передачі оптимального фільтра за допомогою спектральних щільностей потужності сигнала і завади.

6. У чому полягають особливості оптимальної лінійної фільтрації у сингулярному випадку?

7. Які особливості знаходження фізично реалізованого оптимального лінійного фільтра?

8. Наведіть структуру фізично реалізованого оптимального лінійного фільтра.
Лабораторна   рoбота  18
ДОСЛІДЖЕННЯ ФІЛЬТРУ КАЛМАНА 

Мета   роботи. Ознайомлення з лінійної оптимальної фільтрацією за алгоритмом Калмана. Ознайомлення з моделями повідомлення та вимірювання. Ознайомлення з методикою визначення коеффіента підсилення фільтру Калмана. Набуття практичних навичок оцінки ефективності алгоритмів фільтрації сигналів на ЕОМ.

Теоретична частина

На відміну від попередніх підрозділів, де визначалися характеристики оптимальних лінійних фільтрів (частотний коефіцієнт передачі, імпульсна характеристика), розглянемо інший спосіб завдання оптимальних фільтрів, а саме з допомогою диференціального або різницевого рівняння.

Дискретний алгоритм фільтрації Калмана задається наступними виразами [8]. Будемо розглядати лінійну фільтрацію, коли процес, що спостерігається на вході фільтра, задається різницевим рівнянням. 

Це рівняння має назву моделі повідомлення 
[image: image914.wmf]()
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 і визначається рекурентної функцією (рис.18.1 )
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 - номер відліку повідомлення, 
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 - дискретний гауссівський білий шум з нульовим середнім (шум повідомлення), 
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- матриця перетворення повідомлення, 
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- матриця шуму повідомлення.

У літературі процес 
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 називається породним процесом.
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Рис. 18.1 Структурна схема моделі повідомлення
Модель спостереження 
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 описує процес вимірювання сигнала (рис.18.2 ) та визначається виразом
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де 
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- матриця вимірювання,  
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 - шум вимірювання.
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Рис.18.2 Структурна схема моделі спостереження
Рекурентний алгоритм фільтрації визначається виразом
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де 
[image: image928.wmf]()
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 - коефіцієнт підсилення фільтра.
Обчислення коефіцієнта підсилення фільтра проводиться з використанням формули
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де 
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- дисперсії шуму вимірювання та повідомлення.

Обчислення апріорної дисперсії повідомлення 
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 проводиться з використанням формули
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Обчислення апостеріорної дисперсії повідомлення 
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 про-водиться з використанням формули
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Вирази, що визначають початкові умови
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У структуру фільтра (рис.18.3) в якості основного елемента входить модель сигналу (повідомлення); на виході цієї моделі формується екстрапольований результат спостереження, який подається на вхід фільтра і порівнюється з реальним сигналом. Різниця (сигнал оновлення) зважується з вагою, рівним коефіцієнту посилення 
[image: image938.wmf]()
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, і використовується в якості коригуючого вхідного сигналу для отримання відфільтрованої оцінки.
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Рис. 18.3. Структурна схема дискретного фільтра Калмана: 
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- відновлювальний процес, 
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- передбачення, 
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- корекція, 
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 - попередня оцінка
Слід відмітити, що як у рівняння Калмановского фільтра входять відомі функції і величини. Ці рівняння не залежать від коливання x(t), що спостерігається. Тому вони можуть бути розв'язані заздалегідь, до початку роботи фільтрів.

Особливістю фільтрів, що розглядалися у цьому підрозділі, є те, що вони здійснюють фільтрацію рекурентним способом, тобто здійснюють обробку інформації в міру її надходження. Такий алгоритм роботи зручний при його реалізації на сучасних ЕОМ або за допомогою мікропроцесорів.

Порядок виконання роботи
1. Ввімкнути ЕОМ, дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 18.

3. Дослідити алгоритм дискретного фильтра Калмана. Для цього необхідно:

3.1. Після відображення інформаційної заставки ввести параметри: N - обсяг  вибірки, 
[image: image944.wmf]2

n

s

  - дисперсія шуму повідомлення (задати в межах 1 – 1,5).
4. Ввести значення коефіцієнта кореляції оброблюваного сигналу.
5. Розрахувати сигнал на виході фільтра і побудувати графік його залежності від часу.      
6.  Построить график зависимости кєффициетнта усиления фильтра от времени.
7. Розрахувати співвідношення сигнал / шум на вході і виході фільтра.
8. Повторити пункти 3.2 - 3. 4 для другого коєффициета корреляции сигнала.

Контрольні запитання і завдання
1. Запишіть рівняння спостереження і повідомлення у неперервному і дискретному часі.

2. Наведіть рівняння фільтрації Калмана у неперервному часі.

3. Зобразіть структурну схему фільтра Калмана у неперервному часі.

4. Запишіть вираз для рівняння і наведіть схему фільтра Калмана у дискретному часі.

5. Запишіть рівняння багатовимірного фільтра Калмана.

6. У чому полягає суть комплексування радіотехнічних засобів на базі калмановської фільтрації?

7. Наведіть схему комплексування вимірювачів координати та швидкості рухомого об'єкта при невеликому рівні шумів у каналі швидкості
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